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Nieréwnosci
KOrKO I LO BIALYSTOK
29 L1STOPADA 2013

Zadania w sporej czesci pochodza z biatostockiego kota PTM, ptm.pb.edu.pl.

1.1 Twierdzenie Bézouta

Twierdzenie Bézouta daje uzyteczny, choé¢ i prosty trik do zwijania nieréwnosci. Jezeli mamy wielomian ) od
zmiennych a,b i podstawienie a := b sprawia, ze wielomian @ staje sie zerem, to Q = (a — b) - R, gdzie R jest
innym wielomianem. Przykladowo skoro a* — 4a®b + 6a2b? — 4ab® + b* staje sie zerem po podstawieniu a := b,
wigc a* — 4a®b + 6a2b? — 4ab® + b* = (a — b) - COS. Przeliczenie daje COS = a® — 3a%b + 3ab? — b%, wigc znowu
mozemy zapisa¢ COS = (a — b) COS; itd. Oczywiscie twierdzenie nie jest potrzebne do tego, by tak zapisywac,
ale warto wiedzie¢, ze mozna latwo sprawdzié¢, czy da sie wylaczy¢ a — b przed nawias. Ten sam trik dziala
oczywiscie rowniez dla podstawienia a := 3b itd.

ZADANIE 1
Liczby a, b sa rzeczywiste dodatnie. We wszystkich ponizszych nier6wnosciach zastap £ jednym ze znakow:
>, < po czym udowodnij otrzymana nierownosé.
1oab" 4o 1 B "+ b, gdzie n jest catkowite dodatnie.
a1t 4 antpl B gn 4 bn gdzie n jest catkowite dodatnie.
Cakpnk 4 gnkpk Be g4 b", gdzie n jest catkowite dodatnie, zas k jest calkowite z przedziatu [0, n).
n(a—b)(a" 1+ L 2(a" — b), gdzie n € Z,.
(14+a®2(1+b%) fc (1+ab?)3.

SIS

ZADANIE 2
Liczby dodatnie a, b, ¢ sa takie, ze

abc=1loraza+b+c>a 1 +b 1 4c L
Wykaz, ze dokladnie jedna z tych liczb jest wieksza od 1.

1.2 Srednie

ZADANIE 3
Liczby x1,...,%, sa dodatnie. We wszystkich ponizszych nieréwnosciach zastap L jednym ze znakéw: >, <
po czym udowodnij otrzymana nieréwnosc.

1. 1(3:%—!—...—1—3;%) L (M)Q

n n

3. L (Ymi+.. + Yr,) T §fmteta

ZADANIE 4
Liczby dodatnie aq, ..., a, sumuja sie do 1. Wyznacz, w zaleznosci od n, najmniejsza mozliwa warto$¢ wyrazenia
aq Qp,
+ ...+ .
2—a 2—ay,
ZADANIE 5

Liczby z,y, z,t sa nie mniejsze od 1/4 i spetniaja réwnoéé 22 +y%+ 22 +t2 = 1. Wyznacz najmniejsza i najwicksza
wartosé, jaka moze przyjaé¢ iloczyn xyzt.

ZADANIE 6

Udowodnié, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z1, ..., z, zachodzi nieréwnosé
2 4 8 an
r{ Ty T3 x5, 1
T1X2 $n\2+4+8+ +2n+2n

ZADANIE 7 *
Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi nieré6wnosé

6(a®> + b +cH)(a+b+c) <9a®+b*+ )+ (a+b+c)’.
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