
Grup¡, mo±ci panowie

Teoria

De�nicja Zbiór G z okre±lonym dziaªaniem ∗ nazywamy grup¡ je»eli

1. Dla wszystkich a, b ∈ G jest a ∗ b ∈ G,

2. Dla wszystkich a, b, c ∈ G jest (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) � kolejno±¢ wykonywania dziaªa« nie ma
znaczenia

3. Istnieje �jedynka� � element neutralny dziaªania, innymi sªowy istnieje pewne e ∈ G takie, »e

dla ka»dego x ∈ G x ∗ e = x i e ∗ x = x

4. Dla ka»dego elementu a ∈ G istnieje taki element b ∈ G, »e

a ∗ b = e oraz b ∗ a = e

przypominam e to element neutralny grupy.

Podstawowe wªasno±ci wynikaj¡ce wprost z de�nicji. Mo»na je wrzuci¢ do de�nicji, ale wtedy spraw-
dzanie, czy dany zbiór jest podgrup¡ byªoby trudniejsze.

1. Z grupie jest dokªadnie jeden element neutralny
je»eli e, f ∈ G s¡ elementami neutralnymi grupy G, to e = f .

2. W danej grupie G dany element a ∈ G ma dokªadnie jedn¡ odwrotno±¢.
Innymi sªowy, je»eli elementy b, c ∈ G s¡ oba odwrotno±ciami a, to b = c.

Konwencje zapisu � jak pisa¢ krócej.
Z pierwszej wªasno±ci grup wynika, »e w dziaªaniu ∗ nie musimy u»ywa¢ nawiasów. Stosuje si¦ konwencj¦

• ab jako zapis a ∗ b,

• abc jako zapis a ∗ b ∗ c,

• 1 jako zapis elementu neutralnego grupy G,

• a−1 jako zapis elementu odwrotnego do elementu a.

• ab−1 jako zapis a ∗ (b−1).

• To»samo±¢ aa−1 = 1 ju» wygl¡da zwyczajnie prawda?

Alternatywna konwencja Zwªaszcza dla grup przemiennych cz¦sto stosuje si¦ zapis alternatywny
�dodawanie� zamiast �mno»enia�.

• a + b jako zapis a ∗ b,

• 0 jako zapis elementu neutralnego grupy G,

• −a jako zapis elementu odwrotnego do a.

• a− b jako zapis a + (−b).

• To»samo±¢ (przykªadowa) a− a = 0.



Przykªadowe grupy

1. Dla danego zbioru X bijekcje X → X (bijekcja to funkcja ró»nowarto±ciowa i przyjmuj¡ca wszystkie
mo»liwe warto±ci) � dziaªanie to skªadanie funkcji.

2. Dla danego zbioru X bijekcje X → X, zachowuj¡ce dany punkt/zbiór punktów (Bijekcja f : X → X
zachowuje podzbiór Y ⊂ X, je»eli f(Y ) = Y ) � dziaªanie to skªadanie funkcji.

3. Przeksztaªcenia pªaszczyzny zachowuj¡ce dany punkt.

4. Przeksztaªcenia pªaszczyzny zachowuj¡ce odlegªo±ci pomi¦dzy punktami (izometrie pªaszczyzny):
w tym obroty, translacje, symetrie. . . (dziaªanie = skªadanie przeksztaªce«).

5. Izometrie pªaszczyzny zachowuj¡ce dany trójk¡t/czworok¡t. . . (dziaªanie = skªadanie przeksztaª-
ce«).

6. Zbiór liczb rzeczywistych/wymiernych/caªkowitych z dodawaniem.

7. Zbiór liczb rzeczywistych/wymiernych/caªkowitych bez zera z mno»eniem.

8. Zbiór {0, 1, . . . , n− 1} z dziaªaniem a ∗ b = a + b mod n.

9. Dla liczby pierwszej p zbiór {1, . . . , p− 1} z mno»eniem a ∗ b = ab mod p.

10. Dla dowolnej liczby n zbiór liczb z {1, 2, . . . , n} które s¡ wzgl¦dnie pierwsze z n, z mno»eniem
a ∗ b = ab mod n. Ilo±¢ tych elementów oznacza si¦ ϕ(n).

Dodatkowe potrzebne de�nicje

1. De�nicja Je»eli G jest grup¡, oraz H ⊂ G jest grup¡ ze wzgl¦du na to samo dziaªanie co G, to H
nazywamy podgrup¡ grupy G.

Np. grupa liczb caªkowitych z + jest podgrup¡ grupy liczb rzeczywistych z +.

2. De�nicja Je»eli G jest grup¡ i G, jako zbiór jest sko«czony to mówimy, »e grupa G jest sko«-
czona. W tym przypadku ilo±¢ elementów zbioru G oznaczamy (standardowo) |G|.

3. Je»eli dla ka»dych elementów a, b grupy G zachodzi a ∗ b = b ∗ a, to mówimy, »e grupa jest prze-
mienna.

4. Dla danego elementu a grupy sko«czonej G de�niujemy rz¡d a jako najmniejsze n ∈ Z+ takie, »e

an = 1 w grupie G

Rz¡d elementu oznaczamy ord(a, G), lub ord(a), albo wr¦cz o(a).

Wreszcie jaka± teoria

1. Lemat Je»eli G jest grup¡ z dziaªaniem ∗ oraz H ⊂ G, przy czym zachodzi

∀a,b∈H a ∗ b ∈ H

∀a∈H a−1 ∈ H

to H jest podgrup¡ G.

2. Wniosek Je»eli a jest elementem grupy sko«czonej G, to

ord(a, G) | |G|

a|G| = 1 w grupie G

3. Twierdzenie (Lagrange) Je»eli G jest grup¡ sko«czon¡, za± H jest podgrup¡ grupy G, to

|H| | |G|



4. Wniosek (Fermat) Je»eli p jest liczb¡ pierwsz¡ za± a jest caªkowite dodatnie, to

p|ap − a

5. Wniosek (Euler) Je»eli liczby naturalne n, a s¡ wzgl¦dnie pierwsze, to

n|aϕ(n) − 1

6. Wniosek (Lemat o rz¦dzie (sªabsza forma)) Je»eli p jest liczb¡ pierwsz¡, za± a jest liczb¡
caªkowit¡ wzgl¦dnie pierwsz¡ z p oraz ord(a, p) oznacza rz¡d a wzgl¦dem p (patrz kóªko o rz¦dzie,
de�nicja jest zgodna z powy»sz¡) to

ord(a, p) | p− 1

Troch¦ teorii z * (du»o * na tym kóªku :)

1. Dla danej grupy G i g ∈ G zbiór postaci
{
1, g, g2, . . . , gord(g)−1

}
jest grup¡; nazywamy go grup¡

generowan¡ przez g.

2. Lemat Je»eli grupa G jest sko«czona i przemienna, to dla dowolnych elementów a, b ∈ G w grupie
G istnieje element maj¡cy rz¡d NWW (ord(a), ord(b)).

3. Twierdzenie (Istnienie generatora) Je»eli p jest liczb¡ pierwsz¡, to grupa

{1, 2, . . . , p− 1}

z mno»eniem mod p jest grup¡ generowan¡ przez pewien element g, innymi sªowy istnieje takie g,
»e liczby

{
g, g2, . . . , gp−1

}
daj¡ parami ró»ne reszty z dzielenia przez p.


