Podstawy geometrii

Duzisiaj postaramy sie udowodnié¢ twierdzenia, ktore zwykle podawane sa bez dowodu. Sa to dosé podsta-

wowe twierdzenia, wiec bedziemy uzywaé dos$¢ skromnych srodkéw dowodowych: podobienistwa trojkatow,

rownosci katow wierzchotkowych i naprzemianlegtych, obrotéw i symetrii, twierdzenia Talesa.
Przypomnijmy, ze juz udowodnilismy (co prawda przy pomocy Pitagorasa), ze:

1. Twierdzenie (Okrag opisany na trdjkacie) Istnieje doktadnie jeden okrgg opisany na danym
tragkgcie ABC'. Jego Srodek jest punktem przeciecia symetralnych bokow AB, BC,C A, zwykle ozna-
czanym O.

2. Twierdzenie (Okrag wpisany) Istnieje doktadnie jeden okrgg wpisany w tréjkgt ABC. Jego
Srodek jest punktem przeciecia dwusiecznych kgtow LCAB,/ABC, /BCA, zwykle oznaczanym I.

3. Twierdzenie (Istnienie ortocentrum) Wysokosci w trijkgcie przecinajq sie w jednym punkcie

zwanym ortocentrum trdajkgta, zwykle oznaczanym H.
Udowodnij:
1. Twierdzenie (Pitagorasa) Jezeli trajkat ABC jest prostokgtny z przeciwprostokgtng AC, to
|AC|* = |AB|* + |BC|?

2. Twierdzenie (o kacie wpisanym i srodkowym) Dany jest okrgg o srodku w O oraz punkty

A, B, C lezgce na tym okregu. Wtedy
/AOB =2/ACB

gdzie kgt AOB jest brany odpowiednio — kqt wklesty jezeli ZACB > 90°.

3. Twierdzenie (Réwnosé katéw wpisanych) Punkty A, B,C, D lezq na okregu, przy czym C i
D lezg na tym samym tuku AB. Witedy

LBCA=/BDA

4. Twierdzenie (O kacie miedzy styczna a cieciwa) Niech prosta AX bedzie styczna do okregu
o w punkcie A, za§ BA bedzie cieciwa okregu o. Jezeli punkt C lezy na okregu o, przy czym kagty
LACB, /X AB sq oba ostre lub rozwarte, to

LACB =/XAB

B

Ten idiotyczny warunek z rozwartoscig lub ostroscig kgtow omija przypadek gdy punkt X lezy po
drugiej stronie A. Mozna bytoby napisaé “jak na rysunku” albo cos$ réwnie nieprecyzyjnego.

5. Twierdzenie Na czworokqcie wypukltym ABCD mozna opisaé okrgg wtedy i tylko wtedy, gdy
/JACB = ZADB.



6.

Twierdzenie Na czworokgcie wypukiym ABCD mozna opisaé okrqgg wtedy i tylko wtedy, gdy
/ABC + ZADC = 180°.

Twierdzenie (Istnienie Srodka masy) W trdjkgcie ABC trzy srodkowe tj. proste tgczqce wierz-
chotki ze $rodkami przeciwlegtych bokéw przecinajg sie w jednym punkcie. Ten punkt nazywamy
srodkiem masy trdjkgta ABC i oznaczamy M. Punkt M dzieli kazdg ze Srodkowych w stosunku
2 : 1 liczgc od wierzchotka.

Oznaczenie tego punktu jako $rodka masy stanie sie naturalniejsze, gdy powiemy wiecej o masie.

Uwaga: wszystkie powyzsze nazwy sq¢ opcjonalne tj. nie bede wymagaé ich uzywania. Tym niemniej sq
one standardowe i sam bede ich uZywaé.

Zastosowania

1.

Udowodnij, ze jesli w trojkacie ABC dwusieczna kata ZC AB oraz wysoko§¢ opuszczona z wierz-
chotka A pokrywaja sie, to trojkat jest rownoramienny.

Udowodnij, ze jesli w trojkacie ABC §rodkowa i wysokos¢ opuszczone z wierzchotka A pokrywaja
sie, to trojkat jest rownoramienny.

Srodek okregu opisanego i $rodek masy trojkata ABC pokrywaja sie. Znajdz mozliwe wartosci
miar katéow ABC. Czy umiesz rozwigza¢ podobne zadanie, jezeli zalozymy, Ze inne z punktow
szczegoOlnych (Srodek okregu wpisanego, opisanego, ortocentrum, srodek masy) pokrywaja sie?

Niech M bedzie srodkiem masy tréjkata ABC, punkty A;, By, Cy beda §rodkami bokéw BC, C A, AB
odpowiednio. Udowodnij, ze pola trojkatow ABy M, CByM,CA1 M, BA1 M, BC1 M, AC1 M sa rowne.



