
Podstawy geometrii

Dzisiaj postaramy si¦ udowodni¢ twierdzenia, które zwykle podawane s¡ bez dowodu. S¡ to do±¢ podsta-
wowe twierdzenia, wi¦c b¦dziemy u»ywa¢ do±¢ skromnych ±rodków dowodowych: podobie«stwa trójk¡tów,
równo±ci k¡tów wierzchoªkowych i naprzemianlegªych, obrotów i symetrii, twierdzenia Talesa.

Przypomnijmy, »e ju» udowodnili±my (co prawda przy pomocy Pitagorasa), »e:

1. Twierdzenie (Okr¡g opisany na trójk¡cie) Istnieje dokªadnie jeden okr¡g opisany na danym

trójk¡cie ABC. Jego ±rodek jest punktem przeci¦cia symetralnych boków AB, BC, CA, zwykle ozna-

czanym O.

2. Twierdzenie (Okr¡g wpisany) Istnieje dokªadnie jeden okr¡g wpisany w trójk¡t ABC. Jego

±rodek jest punktem przeci¦cia dwusiecznych k¡tów ∠CAB,∠ABC, ∠BCA, zwykle oznaczanym I.

3. Twierdzenie (Istnienie ortocentrum) Wysoko±ci w trójk¡cie przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie

zwanym ortocentrum trójk¡ta, zwykle oznaczanym H.

Udowodnij:

1. Twierdzenie (Pitagorasa) Je»eli trójk¡t ABC jest prostok¡tny z przeciwprostok¡tn¡ AC, to

|AC|2 = |AB|2 + |BC|2

2. Twierdzenie (o k¡cie wpisanym i ±rodkowym) Dany jest okr¡g o ±rodku w O oraz punkty

A, B,C le»¡ce na tym okr¦gu. Wtedy

∠AOB = 2∠ACB

gdzie k¡t AOB jest brany odpowiednio � k¡t wkl¦sªy je»eli ∠ACB > 90◦.

3. Twierdzenie (Równo±¢ k¡tów wpisanych) Punkty A, B,C, D le»¡ na okr¦gu, przy czym C i

D le»¡ na tym samym ªuku AB. Wtedy

∠BCA = ∠BDA

4. Twierdzenie (O k¡cie mi¦dzy styczn¡ a ci¦ciw¡) Niech prosta AX b¦dzie styczna do okr¦gu

o w punkcie A, za± BA b¦dzie ci¦ciw¡ okr¦gu o. Je»eli punkt C le»y na okr¦gu o, przy czym k¡ty

∠ACB,∠XAB s¡ oba ostre lub rozwarte, to

∠ACB = ∠XAB
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Ten idiotyczny warunek z rozwarto±ci¡ lub ostro±ci¡ k¡tów omija przypadek gdy punkt X le»y po

drugiej stronie A. Mo»na byªoby napisa¢ �jak na rysunku� albo co± równie nieprecyzyjnego.

5. Twierdzenie Na czworok¡cie wypukªym ABCD mo»na opisa¢ okr¡g wtedy i tylko wtedy, gdy

∠ACB = ∠ADB.



6. Twierdzenie Na czworok¡cie wypukªym ABCD mo»na opisa¢ okr¡g wtedy i tylko wtedy, gdy

∠ABC + ∠ADC = 180◦.

7. Twierdzenie (Istnienie ±rodka masy) W trójk¡cie ABC trzy ±rodkowe tj. proste ª¡cz¡ce wierz-

choªki ze ±rodkami przeciwlegªych boków przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie. Ten punkt nazywamy

±rodkiem masy trójk¡ta ABC i oznaczamy M . Punkt M dzieli ka»d¡ ze ±rodkowych w stosunku

2 : 1 licz¡c od wierzchoªka.

Oznaczenie tego punktu jako ±rodka masy stanie si¦ naturalniejsze, gdy powiemy wi¦cej o masie.

Uwaga: wszystkie powy»sze nazwy s¡ opcjonalne tj. nie b¦d¦ wymaga¢ ich u»ywania. Tym niemniej s¡

one standardowe i sam b¦d¦ ich u»ywa¢.

Zastosowania

1. Udowodnij, »e je±li w trójk¡cie ABC dwusieczna k¡ta ∠CAB oraz wysoko±¢ opuszczona z wierz-
choªka A pokrywaj¡ si¦, to trójk¡t jest równoramienny.

2. Udowodnij, »e je±li w trójk¡cie ABC ±rodkowa i wysoko±¢ opuszczone z wierzchoªka A pokrywaj¡
si¦, to trójk¡t jest równoramienny.

3. �rodek okr¦gu opisanego i ±rodek masy trójk¡ta ABC pokrywaj¡ si¦. Znajd¹ mo»liwe warto±ci
miar k¡tów ABC. Czy umiesz rozwi¡za¢ podobne zadanie, je»eli zaªo»ymy, »e inne z punktów
szczególnych (±rodek okr¦gu wpisanego, opisanego, ortocentrum, ±rodek masy) pokrywaj¡ si¦?

4. Niech M b¦dzie ±rodkiem masy trójk¡ta ABC, punkty A1, B1, C1 b¦d¡ ±rodkami boków BC, CA, AB
odpowiednio. Udowodnij, »e pola trójk¡tów AB1M,CB1M,CA1M,BA1M, BC1M, AC1M s¡ równe.


