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{1, 2, 3, 4, 5, 6} mod 7 ⇒ Generator

1.1 Teoria

Twierdzenie (Istnienie generatora) Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡. Istnieje liczba caªkowita g, taka,
»e pot¦gi g daj¡ wszystkie niezerowe reszty z dzielenia przez p, tzn.

{g mod p, g2 mod p, . . . , gp−1 mod p} = {1, 2, . . . , p− 1}.

Wniosek Dla g, p jak wy»ej je»eli gn ≡ 1 mod p to p− 1
∣∣∣n.

Wniosek Dla dowolnej liczby pierwszej p nie ma liczby n < p− 1 takiej, »e xn ≡ 1 mod p dla ka»dego

x niepodzielnego przez p � �maªe twierdzenie Fermata jest optymalne�.

1.2 Zadania bez generatora

1. Zadanie
Udowodnij, »e równanie 3x2 + 2 = y2 nie ma rozwi¡za« w liczbach caªkowitych.

2. Zadanie
Udowodnij, »e równanie 7x3 + 2 = y3 nie ma rozwi¡za« w liczbach caªkowitych.

3. Zadanie
(twierdzenie Wilsona)

Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡ wi¦ksz¡ od 2.

(a) Poka», »e jedynymi rozwi¡zaniami równania x2 ≡ 1 mod p s¡ liczby x daj¡ce reszt¦ −1 lub 1
z dzielenia przez p.

(b) Przypomnij sobie, »e dla ka»dej liczby caªkowitej a ∈ {1, 2, . . . , p− 1} istnieje dokªadnie jedna
liczba b ze zbioru {1, 2, . . . , p − 1} taka, »e ab ≡ 1 mod p, któr¡ oznaczam a−1. Udowodnij,
»e przy tak przyj¦tych oznaczeniach (a−1)−1 = a.

(c) Wywnioskuj, »e je»eli x ≡ x−1 mod p to x ≡ 1 lub x ≡ −1.
(d) Uzasadnij, »e

(p− 1)! ≡ −1 · 1 = −1 mod p.

grupuj¡c elementy iloczynu po lewej w pary (x, x−1).

(e) Policz, »e (zupeªnym przypadkiem) to samo zachodzi dla p = 2.

4. Zadanie
Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡ wi¦ksz¡ od 2.

Uzasadni¢, »e istnieje dokªadnie p+1
2 reszt kwadratowych mod p tzn. zbiór {02, 12, . . . , (p − 1)2}

ma dokªadnie p+1
2 elementów.

5. Zadanie
Uzasadnij, »e je»eli p > 2 jest pierwsze, a n takie, »e NWD(n, p− 1) = 1, to

an ≡ bn mod p implikuje a ≡ b mod p.

Wskazówka u»yj maªego twierdzenia Fermata.



6. Zadanie
Uzasadnij (bez u»ycia teorii generatora!), »e je»eli p jest nieparzyst¡ liczb¡ pierwsz¡, a NWD(n, p−
1) = 1 to

p
∣∣∣1n + 2n + · · ·+ (p− 1)n.

Wskazówka: skorzystaj z poprzedniego zadania, by zobaczy¢, »e liczby 1n, 2n, . . . , (p− 1)n s¡ ró»ne.

Ile wynosi 1n + 2n + · · ·+ (p− 1)n gdy p− 1
∣∣∣n?

1.3 * Zadania na generator

1. Zadanie
Korzystaj¡c z tego, »e 2 jest generatorem dla liczby 29 znajd¹, bez zgadywania, rozwi¡zania rów-
nania x7 ≡ 1 mod 29.

2. Zadanie
Udowodnij, »e dla 8 nie istnieje odpowiednik generatora tzn. taka liczba g, »e {g mod 8, g2

mod 8, g3 mod 8, g4 mod 8} = {1, 3, 5, 7}.

3. Zadanie
Niech p b¦dzie pierwsze, a n b¦dzie liczb¡ caªkowit¡ niepodzieln¡ przez p− 1. Udowodni¢, »e

p
∣∣∣1n + 2n + · · ·+ (p− 1)n.

Ile wynosi 1n + 2n + · · ·+ (p− 1)n je»eli p− 1
∣∣∣n?

4. Zadanie
Liczba p > 2 jest pierwsza.

Wielomian P (x) = ap−1x
p−1 + · · · + a1x + a0 jest taki, »e p nie dzieli P (a) − P (b) o ile a, b s¡

caªkowite i p 6
∣∣∣a− b. Wykaza¢, »e p|ap−1.

(a) Wyka», »e {P (0) mod p, P (1) mod p, . . . , P (p− 1) mod p} = {0, 1, . . . , p− 1}.
(b) Zakonkluduj, »e p

∣∣∣P (0) + · · ·+ P (p− 1).

(c) Rozpisz wspóªczynniki i policz, »e wªa±nie udowodniªe±, »e p
∣∣∣ap−1.

5. Zadanie
Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡ wi¦ksz¡ od 2.

Uzasadni¢, »e istnieje dokªadnie p+1
2 reszt kwadratowych mod p tzn. zbiór {02, 12, . . . , (p − 1)2}

ma dokªadnie p+1
2 elementów.

6. Zadanie
Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡. Wtedy ak mo»e daje dokªadnie p−1

NWD(k,p−1) + 1 ró»nych reszt

mod p.


