Dzien drugi

4. Czy istnigje liczba catkowita postaci
444 ...4443

ktora jest podzielna przez 137

Rozwigzanie:

Taka liczba nie istnieje.

Zatozmy, 7e 13|4...43.
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Sprzecznosc.

5. Trojkat ABC jest ostrokatny, a jego wysokosci przecinajg sie w H. Udowodnij, ze okregi opisane
na trojkatach ABH, BCH,C AH maja rowne promienie.

Lemat 1.1 Odbicie ortocentrum w tréjkgcie wzgledem dowolnego z bokow lezy na okregu opisanym
na tréjkgcie.

Dowéd lematu: Dowodze tylko dla trojkata ostrokatnego, dla innych dowéd jest podobny.
Wprowadzmy oznaczenia jak w zadaniu i niech H' oznacza odbicie H wzgledem boku AB (bez
straty ogoélnosci). Obliczam

/AH'B+ /ACB = ZAHB + ZACB = 180°

co dowodzi tezy.

Rozwigzanie:

Niech o oznacza okrag opisany na ABC.

Odbicia punktow A, B, H wzgledem AB lezg na 0. Tym samym punkty A, B, H leza na okregu
bedacym odbiciem symetrycznym o wzgledem AB, co juz dowodzi tezy.

6. Niech n bedzie liczba naturalng taka, ze v/ 1 + 12n2 jest liczbg caltkowita. Udowodnij, ze

2421+ 12n2

jest kwadratem liczby catkowitej.
Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze liczba /1 + 12n? jest nieparzysta, gdyz jej kwadrat jest nieparzysty.
Rozwazmy (trik, trik :)) rownanie
2 —2-3n>=0

Roéwnanie to ma pierwiastki
1+1+12n2
2
bedace liczbami catkowitymi. Niech

14+ +vV1+12n2

Tg = fﬂo eEZ



Teza orzeka, ze 4x¢ ma by¢ kwadratem liczby catkowitej. Udowodnimy, ze x( jest kwadratem liczby
catkowitej, co juz dowodzi tezy.

22 — 29 —3n? =0, zo(xo—1)=3n?

Liczby zg, 9 — 1 sa wzglednie pierwsze i nieujemne, wiec z rozktadu na czynniki pierwsze wynika,
ze dla pewnych k,[ € Z:

zo=3k"izg—1=0Flubzg=k>izg—1=3"
Jezeliby zop — 1 =3k%ix9—1=1%to
3|J}0 =12 +1
czyli 12 = 2 mod 3, sprzecznoéé, kwadraty nie dajg takich reszt.
Ostatecznie zo = k% i zg — 1 = 32, co dowodzi tezy.

Osobom zainteresowanym, czy istnieje duzo liczb naturalnych n takich, Ze 1+ 12n? jest kwadratem
liczby naturalnej, polecam poczytaé o Rownaniu Pella.



