Dzienn pierwszy

1. Czy jest mozliwy podzial zbioru {1,2,...,33} na jedenascie zbioréw 3-elementowych, tak, ze w
kazdym zbiorze jeden z elementow jest rowny sumie pozostalych dwoch?
Rozwigzanie:

Taki podzial nie jest mozliwy.

Zalézmy, ze mamy podzial, spelniajacy warunki. Wtedy w kazdym zbiorze suma liczb jest parzysta,
a wiec suma wszystkich liczb jest parzysta. Suma liczb 1,2,...,33 jest réwna 17 - 33, a wiec jest
nieparzysta, sprzecznosc.

2. Niech AABC bedzie prostokatny z ZABC = 90° oraz |AB| > |BC|, niech T' bedzie pétokregiem
o $rednicy AB, ktory lezy po tej samej stronie AB co punkt C. Niech P bedzie punktem na T,
takim, ze |BP| = |BC/| i niech @ bedzie punktem na AB takim, ze |AP| = |AQ|. Udowodnij, ze
srodek C'Q lezy na I'.

Rozwiazanie:
Trojkaty AAPQ i ABPC sa réGwnoramienne oraz

ZCBP =90° - ZPBA = /PAB

tak wiec AAPQ = ABPC.
W szczegolnosci LAPQ = /BPC, a wiec

LCBQ + ZQPC = 90° + ZQPB + /BPC = 90° + ZQPB + ZAPQ = 90° + ZAPB = 180°

Tak wiec punkty B,C, P, Q leza na jednym okregu, o §rodku O lezacym w potowie boku CQ.
Obliczam
/BOP + /PAB =2/BCP + /CBP = 180°

Punkty A, P, O, B leza na okregu o $rednicy AB, §rodek odcinka C'Q lezy na okregu o $rednicy AB,
a skoro lezy on po tej samej stronie AB co punkt C, to lezy on na T'.

3. Znajdz wszystkie funkcje f : Z, — Z, spelniajace rownanie

FFF )+ f(F(n) + f(n) = 3n

dla wszystkich n € Z,..

Rozwigzanie:

Dla skrotu zlozenie funkeji f k razy bede oznaczaé f*).

Po pierwsze, zauwazmy, ze funkcja f jest roznowartosciowa:

f(n) = f(m) =3n=f(n)+ fDn)+ fSn) = f(m) + f@(m) + fO) (m) = 3m

Przez prosta indukcje udowodnie, ze f(k) = k.

(a) Dla k =1:
3=fPM)+ P+ f1)21+1+1
a wiec zachodza rownosci i f(1) = 1.
(b) Krok indukeyjny.
Zauwazmy, ze f(k) > k gdyz f jest roznowartosciowa. Stad wynika f()(k) > k, a nastepnie
FO (k) = k.
Bk = F(k) + O k) + D) > b+ + k

a wiec zachodza réwnosci, w szczegolnosei f(k) = k.



