
Ferie min¦ªy, ale nie chodzimy

do szkoªy � dziwne.

1.1 TL

1. Niech a1, . . . , a2n b¦d¡ ró»nymi liczbami caªkowitymi takimi, »e równanie

(x− a1) . . . (x− a2n)− (−1)n(n!)2 = 0.

ma pierwiastek caªkowity r. Uzasadnij, »e r = a1+...+a2n

2n .

2. Liczby a, b s¡ takie, »e

a
∣∣∣b2∣∣∣a3∣∣∣b4∣∣∣a5∣∣∣b6∣∣∣ . . .

Udowodnij, »e a = b.

3. Udowodnij, »e ci¡g liczb naturalnych an = n +
⌊√

n+ 1
2

⌋
zawiera wszystkie liczby naturalne nie

b¦d¡ce kwadratami i tylko te (bxc to podªoga z liczby x).

4. Niech p, q � wzgl¦dnie pierwsze liczby naturalne. Udowodnij, »e⌊
p

q

⌋
+
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q

⌋
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⌊
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q
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=

(p− 1)(q − 1)
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.

5. Dla n naturalnego niech Fn = 22
n

+ 1. Udowodnij, »e je»eli n 6= m to NWD(Fn, Fm) = 1.

6. Ile jest rozwi¡za« równania Pitagorasa mod p, gdzie p jest pierwsze? Formalniej: ile jest takich
trójek (a, b, c) reszt mod p, »e a2 + b2 ≡ c2 mod p? Odpowied¹ powinna zale»e¢ wyª¡cznie od p.

7. Twierdzenie Udowodnij, »e aby liczba pierwsza byªa doskonaªa, potrzeba i wystarcza, by byªa ona

postaci 2s−1(2s − 1), gdzie 2s − 1 jest liczb¡ pierwsz¡.

(a) Sprawd¹, »e ka»da liczba postaci z zadania jest doskonaªa.

(b) Niech σ(x) oznacza sum¦ dzielników liczby x, niech n b¦dzie liczb¡ doskonaª¡ parzyst¡. Oblicz
σ(n) w zale»no±ci od n. Uzasadnij, »e je»eli a i b s¡ wzgl¦dnie pierwsze to σ(a)σ(b) = σ(ab).

(c) Niech n = 2s−1l, gdzie 2 6
∣∣∣l, uzasadnij, »e 2s

∣∣∣σ(l) i »e σ(l) = q + l.

(d) Wywnioskuj, »e l jest pierwsza i równa 2s − 1 i zako«cz tym samym dowód.

1.2 Nietrudne stereo

1. Dany jest równolegªo±cian ABCDA1B1C1D1. Przek¡tna AC1 przecina pªaszczyzn¦ A1BD w M .
Udowodni¢, »e AM = 1

3AC1.

2. Twierdzenie (O trzech prostopadªych) Prosta l nie jest prostopadªa po pªaszczyzny π. Niech

l′ b¦dzie rzutem l na π i niech l1 b¦dzie dowoln¡ prost¡ zawart¡ w π. Udowodnij, »e l1 ⊥ l wtedy
i tylko wtedy, gdy l1 ⊥ l′.

3. Kraw¦d¹ AD czworo±cianu ABCD jest prostopadªa do ABC. Uzasadnij, »e rzut na BCD ortocen-
trum trójk¡ta ABC to ortocentrum trójk¡ta BCD.


