Mato zadan z malego

twierdzenia Fermata

Teoria

1. Twierdzenie (Male twierdzenie Fermata) Jezeli p jest liczbg pierwszq, zas a jest liczbg cal-
kowitg niepodzielng przez p, to
a*'=1 mod p.

2. Twierdzenie (Male twierdzenie Fermata, rownowaznie) Jezeli p jest liczbg pierwszq, za$ a
jest liczbg catkowitq, to
a? =a mod p.

Wypadt tutaj warunek p fa.
3. Definicja Liczbe takich a € {1,2,...,n}, Ze a jest wzglednie pierwsze z n, oznaczam jako ¢(n).
Uwaga: Zalozmy, ze n = pi* - p3* ... pp* jest rozktadem liczby n na czynniki pierwsze. Wtedy
¢(n) = (7" =7 —pe* ) (o — P ).

Np. ¢(12) = ¢(2%-3) = (22 — 2)(3 — 1) = 4. Faktycznie liczby wzglednie pierwsze z 12 i nie wigksze
od 12 to liczby 1,5,7,11.

4. Twierdzenie (Eulera) Niech n bedzie liczbg naturalng, zas$ a liczbg catkowitq wzglednie pierwszg
zn tj. NWD(a,n)=1. Wtedy
a®™ =1 mod n,

gdzie ¢(n) jest zdefiniowane jak wyzej.

Dowody teorii
1. Niech p bedzie liczba pierwsza, zas a bedzie liczba niepodzielng przez p.
(a) Dowiedz, ze jezeli k,l € Z sa takie, ze
ka=1la mod p

to k=1 mod p.
(b) Uzasadnij, ze
{a mod p,2a mod p,...,(p—1)a mod p}={1,2,...,p—1}

gdzie x mod p oznacza reszte z dzielenia x przez p.

(c) Pokaz, ze zachodzi
a-2a-3a-...-(p—1a=(p—1)! mod p.

(d) Udowodnij matle twierdzenie Fermata (w 1. wersji).

(e) Udowodnij, Ze obie wersje malego twierdzenia Fermata sg rownowazne.

2. Rozszerz powyzszy dowod twierdzenia Fermata do dowodu twierdzenia Eulera.

Wskazowka: Jaki zbior nalezy wzigé zamiast {a mod p,2a mod p,...,(p—1)a mod p}?

3. Uzasadnij, ze z twierdzenia Eulera wynika mate twierdzenie Fermata.



Zadania

1. Udowodnij, ze jezeli n jest liczba catkowita, to

30|n° —n

2. Niech n > 1 bedzie liczbg naturalng, zas z1, s, ..., x, liczbami catkowitymi, ktérych suma dzieli
sie przez 10. Udowodnié, ze liczba
a4ty

jest rowniez podzielna przez 10.
Zrodlo: PTM 2009, kl. 1

3. Wykaza¢, ze jezeli x i y sa liczbami catkowitymi, to liczba
xy® — 2y
jest podzielna przez 30.
Zrodlo: PTM 2007, kl. 1
4. Wykazaé, ze jesli p1,p2, ..., P56 sa liczbami pierwszymi wiekszymi od 7, to liczba
P+ i
jest podzielna przez 56.

Zrodlo: PTM 2005, kl. 1T

Uwaga: Przy dowodzeniu podzielnosci przez 8 byé moze trzeba co$ policzyé.



