
Wspominki po �nale

1.1 Maªe twierdzenie Fermata, twierdzenie Lagrange

1. Znajd¹ wszystkie liczby pierwsze p, takie, »e

p| 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
p

�ródªo: H. Pawªowski

2. Liczba pierwsza p jest postaci 5k + 2, gdzie k ∈ Z. Uzasadni¢, »e

a5 ≡ b5 mod p⇒ a ≡ b mod p

3. Wyznaczy¢ najmniejsz¡ tak¡ liczb¦ pierwsz¡ p, »e liczba

2120! − 1

jest podzielna przez p i nie jest podzielna przez p2.
�ródªo: Zwardo« 2007

4. Niech p ≥ 5 b¦dzie liczb¡ pierwsz¡. Udowodnij, »e istnieje takie n naturalne, »e

p|2n + 3n + 6n − 1

Wskazówka: zgadnij to n :)
�ródªo: Mathlinks

5. Niech a, b, c ∈ Z b¦d¡ takie, »e a + b + c = 0. Rozstrzygnij, czy a61 + b61 + c61 mo»e by¢ liczb¡
pierwsz¡.
�ródªo: Mathlinks

1.2 Reszty kwadratowe � teoria

We wszystkich poni»szych zadaniach dana jest liczba pierwsza p > 2.

De�nicja Liczb¦ a nazywamy reszt¡ kwadratow¡ mod p, je»eli istnieje takie b ∈ Z, »e a ≡ b2 mod p.

1. (a) Uzasadnij, »e je»eli k2 ≡ l2 mod p, to

k ≡ l mod p lub k ≡ −l mod p

(b) Oblicz ile jest reszt kwadratowych mod p.

(c) Udowodnij, »e liczba a jest reszt¡ kwadratow¡ mod p wtedy i tylko wtedy, gdy

a
p−1
2 ≡ 1 mod p

(d) Stwierd¹, które liczby s¡ resztami kwadratowymi mod 11, a które mod 13. Spróbuj znale¹¢
pewne prawidªowo±ci w obu przypadkach, udowodnij je.


