
Przed PTMem
czyli i tak zrobimy t¦ prac¦ domow¡!

1.1 Zadania dla klas pierwszych

1. Dany jest czworok¡t wypukªy ABCD. Punkty P,Q,R, S s¡ punktami przeci¦cia dwusiecznych
k¡tów zewn¦trznych czworok¡ta ABCD. Udowodnij, »e na czworok¡cie PQRS mo»na opisa¢ okr¡g.

2. Okr¦gi o1 i o2 s¡ styczne zewn¦trznie w punkcie B oraz styczne do prostej k w punktach A i C
odpowiednio. Wyka», »e ^ABC = 90◦.

3. Rozstrzygnij, czy równanie x2 + y2 + z2 = t2 ma rozwi¡zanie w liczbach caªkowitych dodatnich

x, y, z, t.

4. * Niech Cn := 22
n − 1, Fn := 22

n

+ 1. Uzasadnij, »e:

(a) je»eli m 6 n to Cm

∣∣∣Cn.

(b) dla ka»dego m zachodzi Fm

∣∣∣Cm+1, a wi¦c je»eli m < n to Fm

∣∣∣Cn.

(c) Liczby Fn i Fm s¡ wzgl¦dnie pierwsze dla m 6= n.

5. Eliminacje do konkursu matematycznego skªadaªy si¦ z trzech zada« punktowanych w skali 0, 2, 5, 6.
W eliminacjach wystartowaªo 18 zawodników. Udowodnij, »e pewne dwie osoby uzyskaªy ten sam
wynik. Czy liczb¦ 18 z tre±ci zadania mo»na zast¡pi¢ mniejsz¡ tak by teza nadal zachodziªa?

6. Liczby a1, . . . , a2011 s¡ permutacj¡ liczb 1, 2, . . . , 2011. Uzasadnij, »e iloczyn (a1−1)(a2−2) . . . (a2011−
2011) jest parzysty.

1.2 Zadania dla klas drugich

1. Niech a i b b¦d¡ wzgl¦dnie pierwszymi liczbami naturalnymi. Liczb¦ naturaln¡ n nazwiemy dobr¡,
je»eli istniej¡ takie liczby caªkowite nieujemne x, y, »e n = ax+ by.

(a) Udowodni¢, »e liczba n0 = (a− 1)(b− 1)− 1 nie jest dobra,

(b) a n0 + 1 i ka»da wi¦ksza jest dobra.

2. Niech p b¦dzie nieparzyst¡ liczb¡ pierwsz¡.

(a) Uzasadnij, »e liczba a jest reszt¡ kwadratow¡ mod p wtedy i tylko wtedy, gdy a
p−1
2 ≡ 1

mod p.

(b) Uzasadnij, »e je±li g jest generatorem mod p i a nie jest reszt¡ kwadratow¡ mod p, to

(ag)
p−1
2 ≡ 1 mod p i w zwi¡zku z tym ag nie jest generatorem mod p.

3. Czworok¡t ABCD jest wpisany w okr¡g. Punkt M jest ±rodkiem przek¡tnej AC i ^AMB =
^AMD. Wykaza¢, »e MA2 = MB ·MD.

4. Dany jest okr¡g o oraz punkty A i B. Skonstruowa¢ okr¡g styczny do okr¦gu o, przechodz¡cy przez
punkty A i B.

5. Okr¦gi o1 i o2 s¡ styczne zewn¦trznie w punkcie A. Wspólna styczna zewn¦trzna tych okr¦gów
przecina prost¡ ª¡cz¡c¡ ich ±rodki w punkcie S. Prosta przechodz¡ca przez S przecina okr¦gi o1 i o2
kolejno w punktach B,C,D,E. Wykaza¢, »e k¡t ^BAD jest prosty.


