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Twierdzenie (Zasada szufladkowa Dirichleta) Jezeli kn+1 przedmiotow wktadamy do n szufladek,
to w przynajmniej jednej szufladce bedzie przynajmniej k + 1 przedmiotow.
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Prostsze

ZADANIE

200 réznych punktéw zostato wybranych na okregu tak, ze kat Srodkowy oparty na dowolnych
dwoch z nich ma catkowita ilo$¢ stopni. Dowiedz, ze wsrod nich istnieja punkty antypodyczne (tzn.
symetrycznie wzgledem $rodka okregu).

. ZADANIE

Pokaz, ze istnieja dwie rozne potegi 3, ktoérych réznica jest podzielna przez 2010.

ZADANIE
Liczby 1,2,3,...,10 zostaly umieszczone w pewnym porzadku na okregu. Udowodnij, ze istnieja 3
kolejne liczby, ktérych suma jest nie mniejsza niz 17.

. ZADANIE

Dany jest zbiér 2011 punktéw na plaszczyznie. Z kazdej trojki punktéow da sie wybraé dwa odlegte
od siebie o mniej niz 1 stainkometr. Udowodnij, ze pewne 1006 punktéw lezy w pewnym kole
o promieniu 1 stanikkometra.

ZADANIE
Wykaz, ze w dowolnym wieloicianie istnieja dwie §ciany o tej samej liczbie krawedzi.

Srednie i trudniejsze

. ZADANIE

Resztka teorii liczb — fakt potrzebny do rozwigzania zadania z poprzedniego kiotka.

Niech a,b € Z, niech liczba d bedzie catkowita. Udowodnij, ze nastepujace warunki sa rownowazne:
(a) NWD(a,b)|d.
(b) Istnieja liczby x,y € Z, takie, ze
ax + by = d.
Wskazowks:
(a) Wykaz, ze (b) = (a).
(b) (a) = (b).
Zatoz, ze NWD(a,b) = 1.
Z twierdzenia chinskiego o resztach wynika, ze istnieja:

A:A=0 moda, A=1 mod b,

B:B=1 moda, B=0 modb.

Oczywiscie A+ B=1 modai A+ B =1 mod b. Uzasadnij, ze A+ B =1 mod ab.

Zauwaz, ze stad wynika przedstawienie 1 = ax + by dla pewnych z,y € Z, a przez domnozenie
— przedstawienie dowolnej liczby naturalnej w tej postaci.

(c) Udowodnij twierdzenie w ogolnej postaci, bez zalozenia NW D(a,b) = 1.
Wskazowka: Podziel przez NW D(a,b).



2. ZADANIE
W ILO powotano komitety wyborcze. Kazdy komitet skupia ponad potowe uczniéw. Udowodnié,
ze istnieje uczen, ktoéry nalezy do ponad polowy komitetow.

3. ZADANIE
Kazdy punkt plaszczyzny malujemy na sebowo lub hubowo. Udowodnié, ze istnieje prostokat
o osiach réwnolegltych do ukladu wspolrzednych, ktérego wszystkie wierzchotki sa tego samego
koloru.

4. ZADANIE
Yogi zjada co najmniej jeden piknik dziennie. Jezeli przez ostatni miesiac (30 dni) zjadl on 45
piknikéw udowodnij, ze od pewnego dnia A do dnia B zjadl doktadnie 14 piknikow.

5. ZADANIE
Oznaczam {z} cze$¢ ulamkowsg liczby x, tzn. taka liczbe r € [0,1), 7ze & — r jest catkowita. Np.
{35} = 0.5, {—1.2} = 0.8.

Niech « bedzie liczba niewymierna. Udowodnié¢, ze w dowolnym przedziale (a,b) C [0,1), (a < b)
istnieje nieskoriczenie wiele liczb postaci {na} (%) dla n € N.

Wskazowki:

(a) Wez liczby {a},{2a},{3a}, - ,{na},{(n + 1)a}, udowodnij, ze dwie rézne z nich leza w
odleglodci nie wiekszej niz 1/n, stwierdz ze wobec tego istnieje liczba postaci * w przedziale
(0,2) lub w przedziale (1 — X,1). Udowodnij, ze jezeli istnieje liczba w przedziale (1 — 1,1)

toiw (0,+), zatem zawsze istnieje liczba w (0, L).

(b) Obierz dowolne 0 < a < b < 1,k € N i udowodnij, ze w przedziale (a,b) lezy co najmniej k
roznych liczb postaci *, biorac wielokrotnosci liczby otrzymanej powyzej.

6. * ZADANIE
Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby A istnieje takie n, ze 2™ rozpoczyna sie od cyfr z liczby A np. dla
A = 13 mamy 2'7 = 131072, dla A = 1811 mamy 2'9°! = 1811430839172.. ., jak wida¢ te liczby

573 cyfry

nie musza by¢ zbyt mate :P

Wskazowka: rozwaz nlog,y2 = logq2" i logg A, gdzie loggx to taka liczba rzeczywista, ze
10'°810% = 2 (Zadnych strasznych wtasnosci logarytméw nie potrzeba znac).
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