
W ci¡gu n kóªek s¡ dwa mówi¡ce o tym samym, czyli

Dirichlet!

Twierdzenie (Zasada szu�adkowa Dirichleta) Je»eli kn+1 przedmiotów wkªadamy do n szu�adek,
to w przynajmniej jednej szu�adce b¦dzie przynajmniej k + 1 przedmiotów.

1.1 Prostsze

1. Zadanie
200 ró»nych punktów zostaªo wybranych na okr¦gu tak, »e k¡t ±rodkowy oparty na dowolnych
dwóch z nich ma caªkowit¡ ilo±¢ stopni. Dowied¹, »e w±ród nich istniej¡ punkty antypodyczne (tzn.
symetrycznie wzgl¦dem ±rodka okr¦gu).

2. Zadanie
Poka», »e istniej¡ dwie ró»ne pot¦gi 3, których ró»nica jest podzielna przez 2010.

3. Zadanie
Liczby 1, 2, 3, . . . , 10 zostaªy umieszczone w pewnym porz¡dku na okr¦gu. Udowodnij, »e istniej¡ 3
kolejne liczby, których suma jest nie mniejsza ni» 17.

4. Zadanie
Dany jest zbiór 2011 punktów na pªaszczy¹nie. Z ka»dej trójki punktów da si¦ wybra¢ dwa odlegªe
od siebie o mniej ni» 1 sta«kometr. Udowodnij, »e pewne 1006 punktów le»y w pewnym kole
o promieniu 1 sta«kometra.

5. Zadanie
Wyka», »e w dowolnym wielo±cianie istniej¡ dwie ±ciany o tej samej liczbie kraw¦dzi.

1.2 �rednie i trudniejsze

1. Zadanie
Resztka teorii liczb � fakt potrzebny do rozwi¡zania zadania z poprzedniego kóªka.

Niech a, b ∈ Z, niech liczba d b¦dzie caªkowita. Udowodnij, »e nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(a) NWD(a, b)
∣∣∣d.

(b) Istniej¡ liczby x, y ∈ Z, takie, »e
ax+ by = d.

Wskazówki:

(a) Wyka», »e (b)⇒ (a).

(b) (a)⇒ (b).

Zaªó», »e NWD(a, b) = 1.

Z twierdzenia chi«skiego o resztach wynika, »e istniej¡:

A : A ≡ 0 mod a, A ≡ 1 mod b,

B : B ≡ 1 mod a, B ≡ 0 mod b.

Oczywi±cie A+B ≡ 1 mod a i A+B ≡ 1 mod b. Uzasadnij, »e A+B ≡ 1 mod ab.

Zauwa», »e st¡d wynika przedstawienie 1 = ax+ by dla pewnych x, y ∈ Z, a przez domno»enie
� przedstawienie dowolnej liczby naturalnej w tej postaci.

(c) Udowodnij twierdzenie w ogólnej postaci, bez zaªo»enia NWD(a, b) = 1.

Wskazówka: Podziel przez NWD(a, b).



2. Zadanie
W ILO powoªano komitety wyborcze. Ka»dy komitet skupia ponad poªow¦ uczniów. Udowodni¢,
»e istnieje ucze«, który nale»y do ponad poªowy komitetów.

3. Zadanie
Ka»dy punkt pªaszczyzny malujemy na sebowo lub hubowo. Udowodni¢, »e istnieje prostok¡t
o osiach równolegªych do ukªadu wspóªrz¦dnych, którego wszystkie wierzchoªki s¡ tego samego
koloru.

4. Zadanie
Yogi zjada co najmniej jeden piknik dziennie. Je»eli przez ostatni miesi¡c (30 dni) zjadª on 45
pikników udowodnij, »e od pewnego dnia A do dnia B zjadª dokªadnie 14 pikników.

5. Zadanie
Oznaczam {x} cz¦±¢ uªamkow¡ liczby x, tzn. tak¡ liczb¦ r ∈ [0, 1), »e x − r jest caªkowita. Np.
{3.5} = 0.5, {−1.2} = 0.8.

Niech α b¦dzie liczb¡ niewymiern¡. Udowodni¢, »e w dowolnym przedziale (a, b) ⊆ [0, 1), (a < b)
istnieje niesko«czenie wiele liczb postaci {nα} (∗) dla n ∈ N.
Wskazówki:

(a) We¹ liczby {α}, {2α}, {3α}, · · · , {nα}, {(n + 1)α}, udowodnij, »e dwie ró»ne z nich le»¡ w
odlegªo±ci nie wi¦kszej ni» 1/n, stwierd¹ »e wobec tego istnieje liczba postaci * w przedziale
(0, 1

n ) lub w przedziale (1 − 1
n , 1). Udowodnij, »e je»eli istnieje liczba w przedziale (1 − 1

n , 1)
to i w (0, 1

n ), zatem zawsze istnieje liczba w (0, 1
n ).

(b) Obierz dowolne 0 < a < b < 1, k ∈ N i udowodnij, »e w przedziale (a, b) le»y co najmniej k
ró»nych liczb postaci *, bior¡c wielokrotno±ci liczby otrzymanej powy»ej.

6. * Zadanie
Uzasadnij, »e dla dowolnej liczby A istnieje takie n, »e 2n rozpoczyna si¦ od cyfr z liczby A np. dla
A = 13 mamy 217 = 131072, dla A = 1811 mamy 21901 = 1811430839172 . . .︸ ︷︷ ︸

573 cyfry

, jak wida¢ te liczby

nie musz¡ by¢ zbyt maªe :P

Wskazówka: rozwa» n log10 2 = log10 2
n i log10A, gdzie log10 x to taka liczba rzeczywista, »e

10log10 x = x (»adnych strasznych wªasno±ci logarytmów nie potrzeba zna¢).
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