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Teoria

1. Ponizsza definicja jest wprowadzona dla porzgdku — nie mam szans (ani checi) rozwijaé w 1,5h catej
teorit granic i pochodnych.

Definicja 1.1 Jezeli dana jest funkcja f : R — R oraz ustalony jest punkt xo € R, to pochodng
funkcji f neazywamy funkcje
h) —

h—0

dla sensownych funkcji ta pochodna istnieje.
Funkcje, ktore magjg pochodng ciggtq (mniejsza co to znaczy) nazywamy rézniczkowalnymsi, wszyst-
kie sensowne funkcje sq rézniczkowalne.

2. Geometrycznie warto§¢ pochodnej w punkcie f’(x) interpretuje sie jako wspotczynnik kierunkowy
stycznej do wykresu f w punkcie zq.

3. Definicja 1.2 Okreslamy drugq pochodng funkcji f jako pochodng pochodnej funkcji f, co ozna-
czamy (o dziwo) f", trzecig pochodng jako pochodng drugiej pochodnej i tak dalej. Ogdlniej n-tg
pochodng oznaczamy £,

Oczywiscie méwimy tutaj o przypadku, gdy pochodne istnieja.
4. Mata tabelka pochodnych:

Funkcja Pochodna

funkcja stala 0
x 1
™ na" ! dlaneR,n=#£0
sin(x) cos(x)
cos(x) — sin(z)
e’ e’
In(x) 1

Liczba e &~ 2, 7182 jest straszliwie wazna stala w matematyce i fizyce, In oznacza logarytm (patrz
wikipedia) o podstawie e.

Uwaga o sin: Wszedzie w tym tekscie (jak i wszedzie indziej) sinx oznacza sinus « w radianach,
nie stopniach! 7 rad = 180°. To samo tyczy sie pozostalych funkcji trygonometrycznych.

5. Zachodza madre wzory na sume, roznice, iloczyn oraz iloraz pochodnych. Wezmy funkcje réznicz-
kowalne f, g i niech f/, ¢ oznaczaja ich pochodne, niech ¢ € R oznacza stalyg. Wtedy:

(cf) =cf
(F+9) =1+
(f-9)=f-¢
(f9)' =19+ 19
(g)’ = fgg%fg ma sens jezeli g(z) > 0 Vyer



6. Twierdzenie 1.3 Dana jest funkcja f : R — R. Jezeli punkt z¢ jest minimum lokalnym (tj.
istnieje € > 0, taki, ze dla x € (xog —e,x0+¢) f(z) > f(xo)).

f'(x0) =0

Teza zachodzi rowniez, gdy xo jest maksimum lokalnym.

Teoria do funkcji wypuklych

1. Twierdzenie 1.4 (Rolle) Jezeli f jest rézniczkowalna, a < b sq liczbami rzeczywistymi oraz

fla) = f(b) to
Istnieje ¢ € (a,b) f'(c) =0

2. Twierdzenie 1.5 (Lagrange) Jezeli f jest rézniczkowalna zas a < b sq liczbami rzeczywistymi to

Istnieje ¢ € (a,b) f'(c) = f(bl)) : (J:(a)
Dowéd:
Niech g(z) := f(z) — (z — a)%ﬁb((’“). Wtedy
(@) = 7(a), o) = 16) ~ 0 - ) T 5y (0) — (@) = s10) = g0

Stosujemy tw. Rolle dla funkcji g i punktow a, b otrzymujac
Istnieje ¢ € (a,b) ¢'(c) =0

0= =~ (e~ fO=LD) = o - LB

Zauwazmy, ze tw. Rolle jest wnioskiem z tw. Lagrange, “waz zjada wlasny ogon”.

3. Wniosek 1.6 Ustalmy a < b € R oraz funkcje rozniczkowalng f : R — R.
Jezeli f'(x) > 0 dla wszystkich x € (a,b) to funkcja f jest niemalejgca na przedziale (a,b).

Dowéd:
Wezmy dowolne ¢,d: a < c<d<b. Ztw. Lagrange wiemy, ze
f(d)—fle) _
=19 pis)

gdzie s jest pewnym punktem (c,d). Wiemy, ze d — ¢ > 01 f/(s) > 0, stad f(d) — f(¢) > 0.

4. Funkcja jest wypukta na przedziale [a,b], jezeli dla wszystkich ¢, d € [a,b] odcinek (¢, f(c)) — — —
(d, f(d)) lezy ponad wykresem funkcji f.

5. Podstawowym faktem dotyczacym funkcji wypuktlych jest

Twierdzenie 1.7 (Nieréwno$é Jensena) Jezeli funkcja f jest wypukta na przedziale [c,d], x1,...,x, €
[c,d], liczby aq,...,a, >0 0raza; +-+-+a, =1 to

Z a; f(x;) > f (Z aﬁi)
i=1 i=1

6. Wniosek 1.8 Ustalmy a < b € R. Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna i jej pochodna jest roz-
niczkowalna oraz Vyeap) f"(x) > 0 to funkcja f jest wypukta (i mozemy stosowac nieréwno$é
Jensena:).

Uwaga: Jezeli mamy mocniejszq nieréwno$é f” > 0, to réwnosé w nieréwnosci Jensena zachodzi
tylko, gdy x1 = x0 = --- = xp.



Zadania na pochodne
1. Dla liczb dodatnich ay,...,a, pokaza¢ nieréwno$¢ miedzy $rednia arytmetyczng a geometryczna:

a1+...+an
n

> Yay...ap

bez uzycia Jensena, za to z uzyciem pochodnych.

2. Uzasadni¢, ze dla = € [0, 7/2] zachodzi

2 .
r— <sinx <x
s

3. Liczby z,y, z sa nieujemne i sumuja sie do 7/2. Pokazac, ze

1 <sinz+siny+sinz < g
por. zadanie 1. z Jensena.
4. Obliczy¢ maksimum funkcji z'/* dla z € [1, 00).
5. Udowodnié, ze dla wszystkich n € Z,, x > 0 zachodzi
2 n
b a A e
2 n!

Na AM udowadnia sig, ze e® = lim, oo 1 +2 +22/2+ -+ 2" /nl.

Zadania z Jensena

1. Liczby z,y, z sa nieujemne i sumuja sie do 7/2. Pokazaé, ze

oW

sinx + siny +sinz <

2. Dla liczb dodatnich ag, ..., a, pokazaé¢ nieréwnos¢ miedzy $rednig arytmetyczna a geometryczna:

ap + - +ap
n

> ay...an



