Zadania domowe — rozwigzania

. Niech «, 8 beda liczbami niewymiernymi takimi, ze o + 8 = 1. Dowiedz, ze [ma] + [mf] = m — 1
dla kazdej niezerowej liczby catkowitej m ([x] oznacza podloge z x).

ROZWIAZANIE.

Skoro m jest calkowite niezerowe, a « jest niewymierna, to ma jest niewymierna. Analogicznie
niewymierna jest liczba mg.

Z definicji podlogi mamy ma — 1 < [ma] < ma, przy czym ma jest niewymierne, wiec de facto
ma —1 < [ma] < ma. Stad —ma+1 > —[ma] > —ma, czyli —ma > —[ma] —1 > —ma — 1, wiec,
znowu z definicji podlogi [-ma] = —[ma] — 1.

Zatem [mfB] = [m(1 — «)] = [m —ma] =m+ [-ma] =m — 1 — [ma].

ALTERNATYWNE, DLUZSZE ROZWIAZANIE

Skoro m jest calkowite niezerowe, a « jest niewymierna, to ma jest niewymierna. Analogicznie
niewymierna jest liczba mf.

Niech {z} := z — [z] dla kazdej liczby rzeczywistej (jest to czes¢ utamkowa). Z okreslenia podtogi
jako najwiekszej liczby rzeczywistej nie wiekszej od x wynika, ze {z} € [0, 1), przy czym {z} € (0,1)
jezeli z jest niecatkowite (w szczegblnosci dla x niewymiernych).
Mamy

{ma} + {mpB} = ma — [ma] + mB — [mpP] =m — [ma] — [mB] € Z
ale ustalilismy wyzej, ze {ma},{mpB} € (0,1), stad {ma} + {mpB} € (0,2), czyli {ma}+{mB} =1
jest jedyna mozliwoscia.
Tym samym

1 = {ma}+ {mp} =m — [ma] — [mp]

co koniczy dowod.

. Dla jakich a i b liczba 1 jest pierwiastkiem podwojnym wielomianu z™ + ax + b?
ROZWIAZANIE.

Liczba « jest podwOjnym pierwiastkiem wielomianu W wtedy i tylko wtedy, gdy W(a) = 0
i W/(«) =0 (wyktad na PROSerwach).

W'(x) =nz" ! +a, wigc W(1) =n+a, czyli W/ (1) =0 & a = —n.
W({l)=1+a+b, wiec W(1)=0&a+b+1=0.
Stad W (1) = W’(1) = 0 jest rtéownowazne a+b+1=a+n =0, czylia = —n,b=—n+ 1.
. Wyznaczy¢ najmniejsza warto$é funkcji wymiernej 1090 4 2900 4 290 4 28 4 %ﬁ dla xz > 0.
ROZWIAZANIE.
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przy czym réwno$é zachodzi dla z = 1. Zatem najmniejsza wartosé to 2002 i jest przyjmowana dla
z=1.

. * Majac dane dwa rozlaczne kota skonstruuj o$ potegowa okregéw bedacych brzegami tych kot.

ROZWIAZANIE.

Ponizsze rozumowanie ma niezbyt proste uzasadnie-
nie, lecz oferuje prosta konstrukcyjnie metode.
Przypomnijmy nastepujace fakty

e jezeli dwa okregi przecinaja sie, to ich o§ po-
tegowa jest prosta przechodzaca przez punkty

przeciecia,
e prosta potegowa okregéw jest prostopadia do \
osi taczacej srodki tych okregow, s A
e dla dowolnych okregéw o1, 02,03 proste pote- /
gowe 01 1 02, 02 1 03, 03 i 01 maja punkt
wspolny.

Plan jest nastepujacy: majac dwa rozlaczne okregi

01,02 skonstruowaé¢ okrag os przecinajacy o; i os

i taki, ze osie potegowe 07 i 03 oraz oy i o9 nie sa

rownolegte. Dla ustalenia uwagi moze by¢ to okrag

(patrz rys.) przecinajacy o1 i 0o w punktach, w kto-

rych przecina je odcinek taczacy ich $rodki.

Wyznaczamy (to brzmi dumnie) osie potegowe o 1 03 oraz o i 03 oraz ich punkt przeciecia, ktory
jest punktem na osi potegowej 01 i 0. Powtarzamy procedure z innym okregiem wyznaczajac kolejny
punkt na tej osi i rysujemy prosta przez wyznaczone punkty.



