
Zadania domowe � rozwi¡zania

1. Niech α, β b¦d¡ liczbami niewymiernymi takimi, »e α + β = 1. Dowied¹, »e [mα] + [mβ] = m − 1
dla ka»dej niezerowej liczby caªkowitej m ([x] oznacza podªog¦ z x).

Rozwi¡zanie.

Skoro m jest caªkowite niezerowe, a α jest niewymierna, to mα jest niewymierna. Analogicznie
niewymierna jest liczba mβ.

Z de�nicji podªogi mamy mα − 1 < [mα] 6 mα, przy czym mα jest niewymierne, wi¦c de facto
mα− 1 < [mα] < mα. St¡d −mα+1 > −[mα] > −mα, czyli −mα > −[mα]− 1 > −mα− 1, wi¦c,
znowu z de�nicji podªogi [−mα] = −[mα]− 1.

Zatem [mβ] = [m(1− α)] = [m−mα] = m+ [−mα] = m− 1− [mα].

Alternatywne, dªu»sze rozwi¡zanie

Skoro m jest caªkowite niezerowe, a α jest niewymierna, to mα jest niewymierna. Analogicznie
niewymierna jest liczba mβ.

Niech {x} := x − [x] dla ka»dej liczby rzeczywistej (jest to cz¦±¢ uªamkowa). Z okre±lenia podªogi
jako najwi¦kszej liczby rzeczywistej nie wi¦kszej od x wynika, »e {x} ∈ [0, 1), przy czym {x} ∈ (0, 1)
je»eli x jest niecaªkowite (w szczególno±ci dla x niewymiernych).

Mamy
{mα}+ {mβ} = mα− [mα] +mβ − [mβ] = m− [mα]− [mβ] ∈ Z

ale ustalili±my wy»ej, »e {mα} , {mβ} ∈ (0, 1), st¡d {mα}+ {mβ} ∈ (0, 2), czyli {mα}+ {mβ} = 1
jest jedyn¡ mo»liwo±ci¡.

Tym samym
1 = {mα}+ {mβ} = m− [mα]− [mβ]

co ko«czy dowód.

2. Dla jakich a i b liczba 1 jest pierwiastkiem podwójnym wielomianu xn + ax+ b?

Rozwi¡zanie.

Liczba α jest podwójnym pierwiastkiem wielomianu W wtedy i tylko wtedy, gdy W (α) = 0
i W ′(α) = 0 (wykªad na PROSerwach).

W ′(x) = nxn−1 + a, wi¦c W ′(1) = n+ a, czyli W ′(1) = 0⇔ a = −n.
W (1) = 1 + a+ b, wi¦c W (1) = 0⇔ a+ b+ 1 = 0.

St¡d W (1) =W ′(1) = 0 jest równowa»ne a+ b+ 1 = a+ n = 0, czyli a = −n, b = −n+ 1.

3. Wyznaczy¢ najmniejsz¡ warto±¢ funkcji wymiernej x1000 + x900 + x90 + x8 + 1998
x dla x > 0.

Rozwi¡zanie.

Z nierówno±ci pomi¦dzy ±redni¡ arytmetyczn¡ i geometryczn¡:
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lub, w notacji wa»onej:
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przy czym równo±¢ zachodzi dla x = 1. Zatem najmniejsza warto±¢ to 2002 i jest przyjmowana dla
x = 1.

4. * Maj¡c dane dwa rozª¡czne koªa skonstruuj o± pot¦gow¡ okr¦gów b¦d¡cych brzegami tych kóª.

Rozwi¡zanie.

Poni»sze rozumowanie ma niezbyt proste uzasadnie-
nie, lecz oferuje prost¡ konstrukcyjnie metod¦.
Przypomnijmy nast¦puj¡ce fakty

• je»eli dwa okr¦gi przecinaj¡ si¦, to ich o± po-
t¦gowa jest prost¡ przechodz¡c¡ przez punkty
przeci¦cia,

• prosta pot¦gowa okr¦gów jest prostopadªa do
osi ª¡cz¡cej ±rodki tych okr¦gów,

• dla dowolnych okr¦gów o1, o2, o3 proste pot¦-
gowe o1 i o2, o2 i o3, o3 i o1 maj¡ punkt
wspólny.

Plan jest nast¦puj¡cy: maj¡c dwa rozª¡czne okr¦gi
o1, o2 skonstruowa¢ okr¡g o3 przecinaj¡cy o1 i o2
i taki, »e osie pot¦gowe o1 i o3 oraz o1 i o2 nie s¡
równolegªe. Dla ustalenia uwagi mo»e by¢ to okr¡g
(patrz rys.) przecinaj¡cy o1 i o2 w punktach, w któ-
rych przecina je odcinek ª¡cz¡cy ich ±rodki.
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Wyznaczamy (to brzmi dumnie) osie pot¦gowe o1 i o3 oraz o2 i o3 oraz ich punkt przeci¦cia, który
jest punktem na osi pot¦gowej o1 i o2. Powtarzamy procedur¦ z innym okr¦giem wyznaczaj¡c kolejny
punkt na tej osi i rysujemy prost¡ przez wyznaczone punkty.


