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Streszczenie

Tematem eseju jest zastosowanie transformaty Fouriera w filogenetyce. Omawiamy proste uogél-
nienie klasycznych regut rachunku funkcji charakterystycznych w teorii prawdopodobieristwa, ktére
moze by¢ zastosowane do badania grupowych modeli ewolucji.

1 Wprowadzenie

Zadanie filogenetyki mozna opisa¢ nastepujaco. Danych jest zbiér n — 1 gatunkéw L' = {L,...,L,—1}.
Zaktadamy, ze dla kazdego z tych gatunkéw rozkodowano fragment DNA dlugosci N, przy czym ustalo-
no, ze ten fragment pochodzi od tego samego odcinka DNA ich wspélnego przodka R (tzn. wykonano
multiple sequence alignment). W ten sposéb otrzymujemy N ciagéw dtugosci n—1

gl=l....g p,  1=1,..,N,

gdzie gf € {A,G,C, T} jest jednym z czterech nukleotydéw. Na podstawie g’ nalezy okresli¢ drzewo ewo-
lucji gatunkéw Ly,...,L,—; od przodka R.

W tym celu zaklada sie, ze mutacje DNA sg procesem losowym, ktéry przebiega niezaleznie na po-
szczeg6lnych pozycjach taticucha DNA. Dla przyktadu dwuparametrowy model Kimury [2] K(«, ) przyj-
muje, ze pojedynczy ,krok ewolucyjny” polega na wykonaniu tranzycji z prawdopodobieristwem «, na-
tomiast transwersji z prawdopodobiefistwem f (tranzycja to zamiana A — G lub C < T; transwersje to
pozostale podstawienia, ktére sg znacznie mniej prawdopodobne).

Ciag (gl, e, gN ) stanowi probe losowa, ktéra wyznacza rozklad empiryczny na zbiorze {A, G, C,T}L/.
Przyjmuje sie, ze wiarygodnym drzewem ewolucji jest takie drzewo, dla ktérego rozklad teoretyczny
otrzymany z modelu jest w jakim$ sensie zblizony do rozktadu empirycznego. W niniejszym eseju zaj-
mujemy sie problemem znalezienia rozkladu teoretycznego na liSciach.

Przedstawiony material oparty jest na referacie wygtoszonym przez M. Zdanowicza na seminarium
»Algebraiczne modele drzew filogenetycznych” prowadzonym przez prof. J. Wisniewskiego. Gléwnym
zrodtem jest [7]. Dowody przytaczanych faktéw z teorii prawdopodobieristwa mozna znalezZé w [6]. Om6-
wienie analizy Fouriera na skoriczonych grupach abelowych zawiera np. |3, Wyklad 104]. Wprowadzenia
do filogenetyki z punktu widzenia biologa dostarcza [5].

2 Zmienne losowe o wartos$ciach w skornczonej grupie abelowej

Niech G bedzie ustalong skoniczong grupg abelowsq. Przez G oznaczamy grupe charakteréw grupy G.
Jest to grupa abelowa z dzialaniem grupowym (y; + x2)(g) = x1(g)x2(g) (po prawej mamy mnozenie
w ciele C).



Jesli y1,..., xx € G, to przez (x1,..., yx) rozumiemy charakter y grupy G* zadany przez y(gi,...,8x) =
Hle yi(g:). Latwo widaé, ze wszystkie charaktery grupy G* sa tej postaci, tzn. grupa charakteréw grupy
G* jest GF.

Zmienna losowa o wartosciach w G to funkcja mierzalna X : Q — G, gdzie (O, &,P) jest przestrzenia
probabilistyczna. Zbiér zmiennych losowych o warto$ciach w G jest Z-modulem z dodawaniem i mno-
zeniem przez skalary zdefiniowanym po warto$ciach. Méwimy, ze zmienne losowe X3, X», ..., X; o war-
toSciach w G sg niezalezne, jesli dla dowolnych gi,..., 8% € G zdarzenia {X; = g1},..., {Xk = g} sa nie-
zalezne. Zauwazmy, ze warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej o warto$ciach w G nie jest zdefiniowana.
Natomiast dla ustalonego charakteru y € G funkcja y o X jest zmienna losowa o wartoéciach w C i ma
dobrze zdefiniowang warto$¢ oczekiwang E(y o X).

Ciag zmiennych losowych Xj, ..., Xi o wartosciach w G definiuje zmienna losowa X = (X,..., Xi)
o wartoéciach w G¥ (przyjmujemy konwencje, ze wektory losowe sa wektorami kolumnowymi, natomiast
charaktery na grupie G* zapisujemy jako wektory wierszowe).

Definicja 2.1. Niech X bedzie zmienng losowg o warto$ciach w G. Funkcjq charakterystyczng zmiennej
X nazywamy funkcje ¢ x : G — C zadang wzorem

Px () = E(yoX).

Ponizsze twierdzenie orzeka, ze funkcja charakterystyczna jednoznacznie okresla rozklad zmiennej
losowe;j.

Twierdzenie 2.2. Niech X bedzie zmiennq losowq o wartosSciach w G i niech g € G. Wéwczas

1 -
PX=g=— > x@¢x®. 03]
Gl =
XE
Dowdd. Jest to wzor na odwrotng transformate Fouriera. O

Twierdzenie 2.3. Niech X, ..., Xy beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o wartosciach w G, niech X =
X1, X0 iy =1y, x1). Wowczas

k
ex(0 = [T ox,(xo)-
i=1

Odpowiednik Twierdzenia[2.3|w przypadku G = R jest podstawowym faktem w teorii prawdopodo-
bieristwa. Dowdd przenosi sie na przypadek skoniczonej grupy abelowej bez istotnych modyfikaciji.

Zauwazmy, ze jesli g = (g1, ..., gp)T € GP i A= (a;;) jest macierza rozmiaru g x p o wspétczynnikach
calkowitych, to wzér h = Ag definiuje element h € G9. Ponadto dla y = (1,...,¥4) € GT wzér y = yA
okresla charakter y € G”. Zachodzi przy tym prawo tacznosci

p 4
yoAg=[][lv,g) " =yAcg.
i=1j=1

Whniosek 2.4. Niech Xi,..., X, bedq niezaleznymi zmiennymi losowymi o wartosciach w G i niech A €
Mgxp(Z). Wowczas funkcja charakterystyczna zmiennej losowej Y = A(Xj, ..., Xp)T dana jest wzorem

Px; ((WA)I) :
1

@y () =

p
i=



Dowéd. Z definicji mamy @y (y) =E(yoY) =E(yo AX) =E(w Ao X) = px(yA). Powolanie sie na Twier-
dzenie[2.3|koriczy dowod. O

Wz6r ten mozemy traktowac jako uogélnienie Twierdzenia 2.3} ktére otrzymujemy dla A = Id. Odno-
tujmy tez, zedla A= (1,...,1) dostajemy klasyczny wzér na funkcje charakterystyczng sumy niezaleznych
zmiennych losowych

k
OXi+.+ X = H PXx;- 2)
i=1

3 Bladzeniaiich transformaty

Definicja 3.1. Niech Xj,..., X}, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o wartosciach w G.
Niech Sy = Zle X;. Wowczas ciag zmiennych losowych (Sp, S1,..., Sp) nazywamy (skoriczonym) biqdze-
niem na grupie G.

Uwaga 3.2. Wz6r (2) pozwala liczy¢ funkcje charakterystyczne btadzen.

Bladzenia modeluja procesy ,liniowe” sktadajace sie z pewnej liczby krokéw, z ktérych kazdy polega
na dodaniu pewnej losowej warto$ci do naszego ,stanu konta”. Takim procesem jest na przyktad seria
rzutéw moneta, jesli zliczamy ile razy wypadt orzet (G = Z). Ostatnia cyfra w zapisie dziesietnym liczby
ortéw jest przyktadem btadzenia na skoriczonej grupie G = Z .

Okazuje sie, ze niektére modele ewolucji dopuszczajg podobng interpretacje. Rozwazmy na przyktad
model Kimury opisany we Wprowadzeniu. Potraktujmy G = {A, G,C, T} jako grupe Z; x Z, z jedno$cig A
(oczywiscie réwnie dobrze mégtby to by¢é dowolny inny nukleotyd). Wéwczas tatwo sie przekonac, ze
dodanie G odpowiada tranzycji, za§ dodanie C lub T daje transwersje. W ten sposéb pojedynczy krok
ewolucji wedtug dwuparametrowego modelu Kimury K(a, 8) jest rwnowazny dodaniu zmiennej loso-
wej X o warto$ciach w G i rozkladzie (P(X =A),P(X =G),P(X=0),P(X=T)=01-a-28,a,5,0).

Aby opisa¢ mozliwo$¢ rozgaleziania sie procesu ewolucji, uogélnimy pojecie blgdzenia, definiujac
btadzenia na drzewach. Symbol T oznaczaé bedzie drzewo, V zbiér wierzchotkéw, L zbiér lisci, E zbiér
krawedzi, a R € L korzen. Dla wygody oznaczamy L' = L\ {R}. Dla v € V przez 7, oznaczamy zbior kra-
wedzi na Sciezce od R do v. Dla e € E definiujemy L, ={l € L: e € m;}.

Definicja 3.3. Niech dane bedzie drzewo T'. Niech dla kazdej krawedzi e € E dana bedzie zmienna losowa
Xe, przy czym wszystkie te zmienne sg niezalezne. Dla v € V przyjmijmy S, = ¥ ,c,, Xe. WOwczas ciag
zmiennych losowych (S,) ey nazywamy T -blqgdzeniem na grupie G.

Niech drzewo T ma n liéci, tzn. |L’ | = n— 1. Odpowiednikiem zmiennej S;, z btadzenia klasyczne-
go jest w przypadku T-btadzenia zmienna losowa o wartosciach w G*~! zdefiniowana jako S = (Sl)lT€ o
Oznaczmy X = (Xe)eTeE i okre§lmy macierz A = (ay ) € M 1/|x|g|(Z) za pomoca reguly

1 jesliee my,
a =
be 0  wprzeciwnym wypadku.

Wowczas S = AX, wiec Wniosek[2.4]pozwala policzy¢ funkcje charakterystyczna zmiennej losowej S, jesli
znane sg funkcje charakterystyczne zmiennych losowych X,. Uzyskany wzér mozemy zapisa¢ w postaci

ps(y) =px ((Xe)eeE) ) 3)
gdzie v = (W) ier, Xe = LieL, Vi-



4 Koncowe uwagi

Wzér (B) w prosty sposéb wigze przyjety model ewolucji z rozkladem teoretycznym na liSciach. Funkcje
charakterystyczne zmiennych losowych X, sg bezposrednio dane przez model, natomiast reguta obli-
czania charakteréw y, przez topologie drzewa.

Mozna p6jé¢ dalej. Udowodniono pewne tozsamoS$ci kombinatoryczne, ktore pozwalajg przeksztat-
ci¢ prawa strone réwnosci (3). Uzyskuje sie w ten sposob wzory, ktére umozliwiaja wyznaczenie rozktadu
zmiennych X, na podstawie rozkladu zmiennej S (zob. |7, Rozdzial 3]). Dla G = Z, rezultat ten uzyskat juz
Hendy [1]. Twierdzenie Hendy’ego byto z powodzeniem wykorzystywane w rzeczywistych obliczeniach
(por. [4} Rozdziat 8.6]).
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