
Algebra 2∗, zadania na ¢wiczenia, seria XIII

Materiaªy do tej seriii zada« mo»na znale¹¢ w rozdziale 10 ksi¡zki Atiyah-
Macdonald. Pierwsze z poni»szych zada« uzupeªnia materiaª z wykªadu (na
wykªadzie nie dowiodªem, »e IL = L).

1. Dowód twierdzenia Krulla o przeci¦ciu. Niech A b¦dzie pier±cieniem
noetherowskim z ideaªem I za± M sko«czenie generowanym R mod-
uªem, dla którego de�niujemy podmoduª L =

⋂
n≥1 I

dM .

(a) Poka», »e rodzina podmoduªów {N ⊆ M : N ∩ L = IL} ma
element maksymalny; oznaczmy go N0.

(b) Dla dowolnego a ∈ I kªadziemy V a
i = {x ∈M : aix ∈ N0}; poka»,

»e rodzina V a
i te» ma element maksymalny V a

n(a) i dla i ≥ n(a)
zachodzi V a

i = V a
n(a).

(c) Poka», »e (an(a)M+N0)∩L = IL: kªad¡c z = an(a)x+y ∈ L, gdzie
x ∈ M i y ∈ N0, wywnioskuj, »e skoro az ∈ IL ⊂ N0 to równie»
an(a)+1x ∈ N0 i dalej an(a)x ∈ N0 co poci¡ga z ∈ N0 ∩ L = IL.

(d) Korzystaj¡c z maksymalno±ci N0 wywnioskuj, »e an(a)M ⊆ N0

i dalej, poniewa» a jest dowolne, InM ⊆ N0, dla dostatecznie
du»ych n.

(e) Poka», »e IL = L; skorzystaj z tego, »e L ⊆ InM ⊆ N0 oraz
N0 ∩ L = IL.

2. Wnioski z twierdzenia Krulla. Niech A bedzie noetherowsk¡ dziedzin¡
z ideaªem I.

(a) Poka», »e
⋂

n>0 I
n = (0).

(b) Poka», »e kanoniczny mor�zm A → Â w uzupeªnienie wzgl¦dem
I jest wªo»eniem.

(c) Zaªó»my dodatkowo, »e A jest k-algebr¡, I = m jest maksymalny
oraz A/m = k. Poka», »e lokalizacja Am naturalnie wkªada si¦

w uzupeªnienie Â wzgl¦dem m. Wskazówka: ka»dy element 6∈ m
mo»na zapisa¢ jako u(1− a), gdzie u ∈ k, a ∈ m oraz (1− a)−1 =

1 + a + a2 + a3 + · · · w Â.

3. Rozpatrzmy funkcje rzeczywiste klasy C∞ okre±lone na otoczeniu 0 ∈
R. Funkcje f1 : U1 → R i f2 : U2 → R s¡ w relacji ∼ je±li istnieje
otwarte U ⊂ U1 ∩ U2 zawieraj¡ce 0 takie, »e (f1)|U = (f2)|U .
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(a) Poka», »e na klasach relacji ∼ mozna wprowadzi¢ naturaln¡ struk-
tur¦ pier±cienia lokalnego bez dzielników zera (oznaczmy go O),
którego ideaª maksymalny m jest generowany przez klas¦ funkcji
x 7→ x.

(b) Poka», »e klasa funkcji e−1/x
2
nale»y do przeci¦cia

⋂
i>0m

i.

4. Lemat Hensela. Niech (A,m) b¦dzie pier±cieniem lokalnym; zaªó»my,
»e dla uzupeªnienia wzgl¦dem ideaªu maksymalnego mamy naturalny
izomorp�zm A = Â (mówimy, »e A jest zupeªny). Dla wielomianu
f ∈ A[x] przez f̄ oznaczamy jego warto±¢ w (A/m)[x]. Poka», »e je±li
f jest unormowany i f̄ rozkªada si¦ na produkt wielomianów umor-
mowanych wzgl¦dnie pierwszych f̄ = ḡh̄ w (A/m)[x] to istniej¡ umor-
mowane g, h ∈ A[x], »e rozkªad ten pochodzi z f = gh w A[x].
Wskazówka: zadanie 9 w rozdziale 10 ksi¡»ki Atiyah-Macdonald.

5. Twierdzenie o funkcji uwikªanej. Niech f ∈ k[x, y] b¦dzie takie, »e
wielomian f(0, y) ∈ k[y] ma prosty pierwiastek a0 ∈ k. Poka», »e
istnieje g ∈ k[[x]], g =

∑∞
0 aix

i takie, »e f(x, g(x)) = 0.

6. Rozpatrzmy pier±cie« lokalny A = k[x, y, ](x,y) z uzupeªnieniem Â.

Poka», »e A/(y2 − x3 − x2) jest dziedzin¡, natomiast Â/(y2 − x3 − x2)
nie jest dziedzin¡.

http://www.mimuw.edu.pl/~jarekw/SZKOLA/algebra2star/AM-ch10.pdf

