Algebra 2*, zadania na éwiczenia, seria XIII

Materialy do tej seriii zadan mozna znalez¢ w rozdziale 10 ksiazki Atiyah-
Macdonald. Pierwsze z ponizszych zadan uzupelnia material z wyktadu (na
wyktadzie nie dowiodtem, ze IL = L).

1. Dowdd twierdzenia Krulla o przecieciu. Niech A bedzie pier§cieniem
noetherowskim z ideatem [ za§ M skonczenie generowanym R mod-
utem, dla ktorego definiujemy podmodut L = ., I¢M.

n>1

(a) Pokaz, ze rodzina podmodutéow {N C M : NN L = IL} ma
element maksymalny; oznaczmy go Nj.
(b) Dla dowolnego a € I kladziemy V = {x € M : a'x € N,}; pokaz,

ze rodzina V" tez ma element maksymalny V7 i dla i > n(a)
zachodzi Vi = VI .

(c) Pokaz, ze (a™ ¥ M+ No)NL = IL: ktadac z = a"Vx+y € L, gdzie
xr € Miy € Ny, wywnioskuj, ze skoro az € IL C Ny to réwniez
a9ty € Ny i dalej ™z € Ny co pociaga 2 € NyN L = IL.

(d) Korzystajac z maksymalnoéci Ny wywnioskuj, ze a™@M C Nj
i dalej, poniewaz a jest dowolne, I"M C Ny, dla dostatecznie
duzych n.

(e) Pokaz, ze IL = L; skorzystaj z tego, ze L C I"M C Ny oraz
NoNL=1L.

2. Whnioski z twierdzenia Krulla. Niech A bedzie noetherowska dziedzina
7z ideatem 1.

(a) Pokaz, ze (,-0 1" = (0).

(b) Pokaz, ze kanoniczny morfizm A — A w uzupeienie wzgledem
I jest wtozeniem.
(c) Zalozmy dodatkowo, ze A jest k-algebra, I = m jest maksymalny
oraz A/m = k. Pokaz, ze lokalizacja A, naturalnie wklada sie
w uzupelnienie A wzgledem m. Wskazowka: kazdy element ¢ m
mozna zapisa¢ jako u(1 —a), gdzie u € k, a € moraz (1 —a)™! =
l+a+a*+a®+--- wA
3. Rozpatrzmy funkcje rzeczywiste klasy C'> okre$lone na otoczeniu 0 €

R. Funkcje f; : Uy — R i fo : Uy — R sa w relacji ~ jesli istnieje
otwarte U C Uy N U, zawierajace 0 takie, ze (f1)jv = (f2)v-
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(a) Pokaz, ze na klasach relacji ~ mozna wprowadzi¢ naturalng struk-
ture pierScienia lokalnego bez dzielnikow zera (oznaczmy go O),
ktorego ideat maksymalny m jest generowany przez klase funkcji
T .

(b) Pokaz, 7e klasa funkcji e=/** nalezy do przeciecia Moo M

4. Lemat Hensela. Niech (A, m) bedzie pierscieniem lokalnym; zalézmy,
ze dla uzupelnienia wzgledem ideatu maksymalnego mamy naturalny
izomorpfizm A = A (méwimy, ze A jest zupelny). Dla wielomianu
f € Alx] przez f oznaczamy jego wartosé w (A/m)[z]. Pokaz, ze jesli
f jest unormowany i f rozklada sie na produkt wielomianéw umor-
mowanych wzglednie pierwszych f = gh w (A/m)[x] to istnieja umor-
mowane g, h € Alz], ze rozktad ten pochodzi z f = gh w Alx].
Wskazowka: zadanie 9 w rozdziale 10 ksiazki Atiyah-Macdonald.

5. Twierdzenie o funkcji uwiktanej. Niech f € k[z,y] bedzie takie, ze
wielomian f(0,y) € k[y] ma prosty pierwiastek ay € k. Pokaz, ze
istnieje g € k[[z]], g = >y @z’ takie, ze f(x,g(x)) = 0.

6. Rozpatrzmy piersciei lokalny A = klz,y,]w,) 2 uzupelnieniem A.
Pokaz, ze A/(y* — 2® — %) jest dziedzina, natomiast A/(y* — z3 — x?)
nie jest dziedzina.
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