Algebra 2*, zadania na éwiczenia, seria X

Teoria Galois. Materialy do tej serii zadan m.in. w rozdziale VII ksigzki
Aluffiego Algebra, Chapter 0. oraz w ksiazce Fields and Galois theory Mil-
nego. Jak zwykle p oznacza liczbe pierwsza.

1. Niech K D Q bedzie cialem rozktadu unormowanego wielomianu
nierozkladalnego f € Q[z] stopnia d, ktorego pierwiastki oznaczamy
przez i, ..., xq.

(a) Pokaz, ze grupa automorfizméw rozszerzenia Q C K jest pod-
grupa grupy permutacji S,, ktora dziata tranzytywnie na pier-
wiastkach {x,..., 24}

(b) Wyrdznikiem wielomianu f nazywamy liczbe zespolong Ay =

_(x; —x;)*. Pokaz, ze liczba A; jest zawsze wymierna i policz
,L<j ] 2 P k . - l- b Af . t . . l-
ja w zaleznosci od wspo6tczynnikow f dla d =2 i 3.

¢) Pokaz, ze dla d = 3 grupa automorfizmow rozszerzenia Q C

Pokaz, ze dla d = 3 g t fizma ' K

jest réwna albo S3, albo Zs, w zaleznosci od tego czy liczba /Ay
jest wymierna.

2. Opisac¢ grupe Galois rozszerzenia Q C L, gdzie L jest cialem rozkladu
wielomianu f € Q[z] podanego ponizej; podaé¢ ciata posrednie tego
rozszerzenia oraz odpowiadajace im podgrupy grupy Galois; ktore z
po$rednich rozszerzeri sa normalne?

() =t 1, (b) f=att2,
(¢) f=2a®-5, (d) f=a*+22+1

3. Niech K C L bedzie rozszerzeniem algebraicznym cial. Na grupie
Aut(L/K) definiujemy topologie Krulla za pomoca bazy

Ulay,...,ap,by,....0.) ={g € Aut(L/K) | Yi:g(a;) =b;}
gdzie a;, b; € L za$ r jest dowolne.

(a) Pokaz, ze ta definicja daje topologie Hausdorffa na Aut(L/K) oraz
dziatania grupowe s ciagte w tej topologii.

(b) Pokaz, ze dla dowolnego rozszerzenia posredniego K C M C L
grupa Aut(L/M) C Aut(L/K) jest pod grupa domknieta oraz,
jesli ponadto [M : K| < oo to jest rowniez podgrupa otwarta.
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4. W sytuacji poprzedniego zadania zalézmy ponadto, ze rozszerzenie
K C L jest normalne i rozdzielcze (czyli Galois).

(a) Wezmy rozszerzenie posrednie K C M C L. Pokaz, ze [M : K| <
oo wtedy i tylko wtedy [Aut(L/K) : Aut(L/M)] < oo oraz w tej
sytuacji [M : K] = [Aut(L/K) : Aut(L/M)].

(b) Dla podgrupy H < Aut(L/K) wezmy cialo elementow stalych jej
dziatania M = LY. Pokaz, ze Aut(L/M) jest domknigciem H w
Aut(L/K).

(c) Twierdzenie Galois: Pokaz, ze istnieje naturalna bijekcja pomiedzy
rozszerzeniami posrednimi KX C L a domknietymi podgrupami
Aut(L/K).

5. Niech p bedzie liczba pierwsza oraz G < S, podgrupa rozwiazalna,
ktora dziata przechodnio (tranzytywnie) na zbiorze [p] = {1,...,p}
(przy dzialaniu naturalnym).

(a) Pokaz, ze kazda z (nietrywialnych) grup w ciaggu podgrup
rozwigzujacych G dziala przechodnio na zbiorze [p.

(b) Pokaz, ze G zawiera dokladnie jedna podgrupe cykliczng rzedu p
(i jest to dzielnik normalny).

(c) Pokaz, ze kazdy nietrywialny element G ma co najwyzej jeden
punkt staly.

6. Niech wielomian f € KJ[z| bedzie nierozktadalny stopnia p bedacego
liczba pierwsza. Pokazaé, ze jeSli grupa Galois wielomianu f jest
rozwigzalna to dla dowolnego rozszerzenia K C L wielomian f ma
w L doktadnie O lub 1, lub p pierwiastkow.



