
Algebra 2∗, zadania na ¢wiczenia, seria X

Teoria Galois. Materiaªy do tej serii zada« m.in. w rozdziale VII ksi¡»ki
Alu�ego Algebra, Chapter 0. oraz w ksi¡»ce Fields and Galois theory Mil-
nego. Jak zwykle p oznacza liczb¦ pierwsz¡.

1. Niech K ⊃ Q b¦dzie ciaªem rozkªadu unormowanego wielomianu
nierozkªadalnego f ∈ Q[x] stopnia d, którego pierwiastki oznaczamy
przez x1, . . . , xd.

(a) Poka», »e grupa automor�zmów rozszerzenia Q ⊂ K jest pod-
grup¡ grupy permutacji Sn, która dziaªa tranzytywnie na pier-
wiastkach {x1, . . . , xd}.

(b) Wyró»nikiem wielomianu f nazywamy liczb¦ zespolon¡ ∆f =∏
i<j(xi− xj)

2. Poka», »e liczba ∆f jest zawsze wymierna i policz
j¡ w zale»no±ci od wspóªczynników f dla d = 2 i 3.

(c) Poka», »e dla d = 3 grupa automor�zmów rozszerzenia Q ⊂ K
jest równa albo S3, albo Z3, w zale»no±ci od tego czy liczba

√
∆f

jest wymierna.

2. Opisa¢ grup¦ Galois rozszerzenia Q ⊂ L, gdzie L jest ciaªem rozkªadu
wielomianu f ∈ Q[x] podanego poni»ej; poda¢ ciaªa po±rednie tego
rozszerzenia oraz odpowiadaj¡ce im podgrupy grupy Galois; które z
po±rednich rozszerze« s¡ normalne?

(a) f = x3 − x− 1, (b) f = x4 + 2,
(c) f = x5 − 5, (d) f = x4 + x2 + 1

3. Niech K ⊂ L b¦dzie rozszerzeniem algebraicznym ciaª. Na grupie
Aut(L/K) de�niujemy topologi¦ Krulla za pomoc¡ bazy

U(a1, . . . , ar, b1, . . . , br) = {g ∈ Aut(L/K) | ∀i : g(ai) = bi}

gdzie ai, bi ∈ L za± r jest dowolne.

(a) Poka», »e ta de�nicja daje topologi¦ Hausdor�a na Aut(L/K) oraz
dziaªania grupowe s¡ ci¡gªe w tej topologii.

(b) Poka», »e dla dowolnego rozszerzenia po±redniego K ⊂ M ⊂ L
grupa Aut(L/M) ⊂ Aut(L/K) jest pod grup¡ domkni¦t¡ oraz,
je±li ponadto [M : K] <∞ to jest równie» podgrup¡ otwart¡.
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4. W sytuacji poprzedniego zadania zaªó»my ponadto, »e rozszerzenie
K ⊂ L jest normalne i rozdzielcze (czyli Galois).

(a) We¹my rozszerzenie po±rednie K ⊂M ⊂ L. Poka», »e [M : K] <
∞ wtedy i tylko wtedy [Aut(L/K) : Aut(L/M)] < ∞ oraz w tej
sytuacji [M : K] = [Aut(L/K) : Aut(L/M)].

(b) Dla podgrupy H < Aut(L/K) we¹my ciaªo elementów staªych jej
dziaªania M = LH . Poka», »e Aut(L/M) jest domkni¦ciem H w
Aut(L/K).

(c) Twierdzenie Galois: Poka», »e istnieje naturalna bijekcja pomi¦dzy
rozszerzeniami po±rednimi K ⊂ L a domkni¦tymi podgrupami
Aut(L/K).

5. Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡ oraz G < Sp podgrup¡ rozwi¡zaln¡,
która dziaªa przechodnio (tranzytywnie) na zbiorze [p] = {1, . . . , p}
(przy dziaªaniu naturalnym).

(a) Poka», »e ka»da z (nietrywialnych) grup w ci¡gu podgrup
rozwi¡zuj¡cych G dziaªa przechodnio na zbiorze [p].

(b) Poka», »e G zawiera dokªadnie jedn¡ podgrup¦ cykliczn¡ rz¦du p
(i jest to dzielnik normalny).

(c) Poka», »e ka»dy nietrywialny element G ma co najwy»ej jeden
punkt staªy.

6. Niech wielomian f ∈ K[x] b¦dzie nierozkªadalny stopnia p b¦d¡cego
liczb¡ pierwsz¡. Pokaza¢, »e je±li grupa Galois wielomianu f jest
rozwi¡zalna to dla dowolnego rozszerzenia K ⊂ L wielomian f ma
w L dokªadnie 0 lub 1, lub p pierwiastków.


