
Algebra 2∗, zadania na ¢wiczenia, seria IX

Materiaªy do tej cz¦±ci wykªadu i ¢wicze« znajd¡ Pa«stwo w rozdziale VII
ksi¡»ki Alu�ego Algebra, Chapter 0 oraz w ksi¡»ce Fields and Galois theory

Milnego. Jak zwykle p oznacza liczb¦ pierwsz¡.

1. Rozpatrzmy rozszerzenie Fp(x
p, yp) ⊂ Fp(x, y).

(a) Poka», »e jest ono sko«czone i normalne.

(b) Znajd¹ domkni¦cie rozdzielcze ciaªa Fp(x
p, yp) w Fp(x, y).

(c) Poka», »e to rozszerzenie ma niesko«czon¡ liczb¦ rozszerze«
po±rednich.

2. NiechK ⊂ L b¦dzie rozszerzeniem sko«czonym i we¹my a ∈ L. Mno»e-
nie przez a elementów z L wyznacza przeksztaªcenie K-liniowe L→ L,
przez Tr(K ⊂ L)(a) oraz N(K ⊂ L)(a) oznaczmy ±lad i wyznacznik
tego przeksztaªcenia a odpowiednie przeksztaªcenia z L o warto±ciach
w K oznaczamy Tr(K ⊂ L) i N(K ⊂ L) i nazywamy ±ladem i norm¡
rozszerzenia.

(a) Zaªó»my, »e L = K(a) ⊃ K i f = xn + an−1x
n−1 + · · · + a0

jest wielomianem minimalnym dla a. Znajd¹ Tr(K ⊂ L)(a) oraz
N(K ⊂ L)(a).

(b) Poka», »e Tr(K ⊂ L) jest funkcjonaªem liniowym na L a N(K ⊂
L) wyznacza homomor�zm grup multiplikatywnych L∗ → K∗

(c) Rozpatrzmy ci¡g rozszerze« sko«czonych K ⊂ L ⊂ M ; poka», ze
±lady rozszerze« dobrze si¦ skªadaj¡.

(d) Przy zaªo»eniach jak wy»ej, de�niujemy przeksztaªcenie T :
L × L → K dla a, b ∈ L nast¦puj¡cym wzorem T (a, b) =
Tr(K ⊂ L)(ab). Poka», »e T jest funkcjonaªem dwuliniowym
symetrycznym.

3. Niech K ⊂ L b¦dzie rozszerzeniem rozdzielczym i sko«czonym. Niech
ϕ1, . . . ϕm b¦d¡ wszystkimi (ró»nymi) zanurzeniami K w K (nad K).

(a) Poka», »e Tr(K ⊂ L)(a) =
∑

i ϕi(a) oraz N(K ⊂ L)(a) =∏
i ϕi(a).

(b) Poka», »e funkcjonaª T jest maksymalnej rangi (niezdegene-
rowany).
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4. Niech K ⊂ L b¦dzie rozszerzeniem ciaª sko«czonych mocy q i qm, gdzie
q = pn. Poka», »e grupa automor�zmów tego rozszerzenia jest cyk-
liczna i generowana przez Φn, gdzie Φ jest homomor�zmem Frobeniusa.
Znajd¹ ciaªa po±rednie tego rozszerzenia i odpowiadaj¡ce im podgrupy
grupy automor�zmów.

5. Niech µd ∈ C b¦dzie pierwiastkiem pierwotnym stopnia d z jedno±ci.

(a) Poka», »e rozszerzenie Q ⊂ Q(µd) jest Galois.

(b) Poka», »e grupa automor�zmów ciaªa Q(µd) jest przemienna oraz
je±li d jest liczb¡ pierwsz¡ to jest cykliczna.

(c) Wyznaczy¢ stopie« rozszerzenia Q ⊂ Q(µd) oraz jego grup¦ auto-
mor�zmów Q(µd) dla d = 4, 5, 6, 8.

(d) Zilustrowa¢ zasadnicze twierdzenie teorii Galois dla rozszerze« po-
danych powy»ej: poda¢ ciaªa po±rednie i odpowiadaj¡ce im pod-
grupy grupy Galois.

6. Przy oznaczeniach z poprzedniego zadania.

(a) Poka», »e rozszerzenie Q(µd)(t
d) ⊂ Q(µd)(t) jest Galois i zna-

jd¹ jego grup¦ automor�zmów; t oznacza tu zmienn¡ lub element
przest¦pny nad Q.

(b) Poka», »e dla dowolnego caªkowitego a > 1 rozszerzenie Q(µd) ⊂
Q(µd)(

d
√
a) jest Galois; czy jego grupa Galois jest cykliczna? (Na

pocz¡tek mo»na zaªo»y¢, »e a nie dzieli si¦ przez kwadrat liczby
pierwszej.)


