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Materialy do tej czesci wyktadu i ¢éwiczen znajdg Panstwo w rozdziale VII
ksigzki Aluffiego Algebra, Chapter 0 oraz w ksigzce |[Fields and Galois theory
Milnego. Jak zwykle p oznacza liczbe pierwsza.

1. Rozpatrzmy rozszerzenie F,(z?,y?) C Fy(x,y).

(a)
(b)
(c)

Pokaz, ze jest ono skoniczone i normalne.
Znajdz domkniecie rozdzielcze ciata F, (2P, y?) w F,(z, y).

Pokaz, 7e to rozszerzenie ma nieskonczona liczbe rozszerzen
posrednich.

2. Niech K C L bedzie rozszerzeniem skoniczonym i wezmy a € L. Mnoze-
nie przez a elementow z L wyznacza przeksztalcenie K-liniowe L — L,
przez Tr(K C L)(a) oraz N(K C L)(a) oznaczmy $lad i wyznacznik
tego przeksztalcenia a odpowiednie przeksztalcenia z L o wartosciach
w K oznaczamy Tr(K C L) i N(K C L) i nazywamy $ladem i norma
rozszerzenia.

(a)

Zalozmy, ze L = K(a) D K i f = 2" + ap12™ ' + -+ + ag
jest wielomianem minimalnym dla a. Znajdz Tr(K C L)(a) oraz
N(K C L)(a).

Pokaz, ze Tr(K C L) jest funkcjonatem liniowym na L a N(K C
L) wyznacza homomorfizm grup multiplikatywnych L* — K*

Rozpatrzmy ciag rozszerzen skonczonych K C L C M; pokaz, ze
Slady rozszerzen dobrze sie sktadaja.

Przy zalozeniach jak wyzej, definiujemy przeksztalcenie T
L x L — K dla a, b € L nastepujacym wzorem T(a,b) =
Tr(K C L)(ab). Pokaz, ze T jest funkcjonatem dwuliniowym
symetrycznym.

3. Niech K C L bedzie rozszerzeniem rozdzielczym i skonczonym. Niech

©P1, -

(a)
(b)

.. m beda wszystkimi (r6znymi) zanurzeniami K w K (nad K).

Pokaz, ze Tr(K C L)(a) = >, ¢i(a) oraz N(K C L)(a) =
Hi @i(a)'
Pokaz, ze funkcjonal T jest maksymalnej rangi (niezdegene-
rowany).
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4. Niech K C L bedzie rozszerzeniem ciat skoriczonych mocy ¢ i ¢, gdzie
qg = p". Pokaz, ze grupa automorfizmow tego rozszerzenia jest cyk-
liczna i generowana przez ®", gdzie ® jest homomorfizmem Frobeniusa.
Znajdz ciala posrednie tego rozszerzenia i odpowiadajace im podgrupy
grupy automorfizmow.

5. Niech pg € C bedzie pierwiastkiem pierwotnym stopnia d z jednosci.

(a) Pokaz, ze rozszerzenie Q C Q(uq) jest Galois.

(b) Pokaz, ze grupa automorfizméow ciata Q(uq) jest przemienna oraz
jesli d jest liczba pierwsza to jest cykliczna.

(c) Wyznaczy¢ stopien rozszerzenia Q C Q(uq) oraz jego grupe auto-
morfizmow Q(uy) dla d =4, 5, 6, 8.

(d) Zilustrowaé zasadnicze twierdzenie teorii Galois dla rozszerzen po-
danych powyzej: podaé¢ ciata posrednie i odpowiadajgce im pod-
grupy grupy Galois.

6. Przy oznaczeniach z poprzedniego zadania.

(a) Pokaz, ze rozszerzenie Q(uq)(t?) C Q(ua)(t) jest Galois i zna-
jdz jego grupe automorfizméw; t oznacza tu zmienng lub element
przestepny nad Q.

(b) Pokaz, ze dla dowolnego catkowitego a > 1 rozszerzenie Q(uq) C
Q(uq)({/a) jest Galois; czy jego grupa Galois jest cykliczna? (Na
poczatek mozna zatozyé¢, ze a nie dzieli sie przez kwadrat liczby
pierwszej.)



