Algebra 2*, zadania na éwiczenia, seria VII

Algebraiczne domkniecie ciata, cialo rozkltadu wielomianu, pierwiastki z jed-
nosci.

Materialy do tej czesci wyktadu i ¢wiczen znajda Panstwo w rozdziale VII
ksigzki Aluffiego Algebra, Chapter 0.

1. Niech K bedzie algebraicznym domknieciem ciata K. Pokazaé, ze kazdy
automorfizm ciata K rozszerza sie do automorfizmu ciata K.

(a) Niech Q bedzie algebraicznym domknieciem ciata liczb
wymiernych.  Wykazaé, ze cialo Q ma nieskoriczenie wiele
automorfizmow.

(b) Pokaz, ze grupa automorfizméw ciata liczb rzeczywistych jest try-
wialna. (Wskazowka: zauwaz najpierw, ze jesli z > 01 h jest
automorfizmem R, to h(z) > 0.)

2. Niech K bedzie cialem charakterystyki # 2. Pokazaé, ze kazde roz-
szerzenie K C L stopnia 2 jest cialem rozkladu wielomianu postaci
r? —a € Klz|, gdzie a € K. Czy jest to prawda rowniez dla ciala
charakterystyki 27

3. Znalez¢ stopien nad Q cial rozkladu nastepujacych wielomiandow:

(a) 2* -2, (b) z* -2,
(c) a* -2, (d) 2+ 2%+ 1.

4. Niech L bedzie cialem rozkltadu wielomianu f € K|x] gdzie deg(f) = n.
Pokaza¢, ze [L : K] < n! . Czy stopien rozszerzenia [L : K] dzieli liczbe
n! 7

5. Niech f, g € K[z]. Dowiesé, ze cialo rozktadu wielomianu f jest za-
warte w ciele rozkltadu wielomianu f(g(z)) € K|[z].

6. Niech K bedzie cialem charakterystyki p > 0. Odwzorowanie Frobe-
niusa ¢ : K — K zadane jest wzorem ®(a) = a”.

(a) Pokaz, ze ® jest homomorfizmem (endomorfizmem) ciata K i jesli
K jest cialem skoniczonym to ® jest rowniez jego automorfizmem.

(b) Znajdz zbior elementéw statych K®".
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(c) Pokaz, ze dla kazdego n kazde cialo algebraicznie domkniete
charakterystyki p zawiera doktadnie jedno podciato mocy p”.

(d) Pokaz, ze jesli moc ciala jest p" to grupa jego automorfizmow jest
cykliczna mocy n i generowana przez P.

7. Ustalmy cialo K. Dla liczby naturalnej d przez pq(K) oznaczmy zbior
elementéw ciala K, ktore sa rozwigzaniami rownania 2¢ = 1, elementy
ta( K) nazywamy pierwiastkami z jednosci stopnia d w K. Pierwiastek
pierwotny stopnia d z definicji nie jest potega innego pierwiastka stop-
nia d.

(a) Pokaz, 7e uq(K) jest podgrupa grupy multiplikatywnej ciata K
oraz p,.(K) jest podgrupa pg(K) o ile r dzieli d.

(b) Pokaz, ze jesli K jest cialem algebraicznie domknietym charak-
terystyki 0 to grupa ug(K) jest cykliczna rzedu d.

(¢) Niech a € Q bedzie pierwiastkiem pierwotnym stopnia d, znajdz
jego stopien nad Q.

8. Zalozmy, ze K jest cialem algebraicznie domknietym charakterystyki
p > 0.

(a) Niech ¢ jest liczba pierwsza rézna od p. Pokaz, ze p,(K) jest
grupa cykliczng rzedu ¢" dla kazdego r > 0

(b) Pokaz, ze jesli p nie dzieli n to pu,(K) jest grupa cykliczng rzedu
n.

(c¢) Dla dowolnego n > 0 pokaz, ze yu,(K) jest grupg cykliczna.



