
Algebra 2∗, zadania na ¢wiczenia, seria V

Twierdzenie Hilberta o zerach i skªadowe zbioru algebraicznego. Ideaªy pry-
marne.

1. �atwy dowód Nullstellensatz dla ciaª nieprzeliczalnych. Zaªó»my, »e K
jest nieprzeliczalnym ciaªem. Niech K ⊂ L b¦dzie rozszerzeniem ciaª,
takim »e L jest sko«czenie generowan¡ K-algebr¡.

(a) Poka», »e L ma przeliczalna baz¦ nad K, wobec czego dla ka»dego
b ∈ L \K zbiór
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jest liniowo zale»ny nad K.

(b) Wykorzystaj liniow¡ zale»no±¢ powy»szych elementów by znale¹¢
wielomian w K[x], którego pierwiastkiem jest b. Wywnioskuj z
tego, »e rozszerzenie K ⊂ L jest sko«czone.

2. Opisz wszystkie ideaªy maksymalne w R[x1, . . . , xn]. Poka», »e zbiór
algebraiczny odpowiadaj¡cy ideaªowi maksymalnemum w R[x1, . . . , xn]
jest punktem lub jest pusty. Wskazówka: rozpatrz rozszerzenie R ⊂
R[x1, . . . , xn]/m.

3. Rozpatrzmy ideaª J = (xy + yz + zx, xyz) /C[x, y, z]. Znajd¹ nieprzy-
wiedlne skªadowe zbioru V (J) ⊂ A3

C i podaj ich ideaªy. Rozstrzygnij
czy ideaª J jest radykalny czyli

√
J = J .

4. Ideaª q w pier±cieniu A nazywamy prymarnym je±li dla a, b ∈ A je±li
ab ∈ q to a ∈ q lub bm ∈ q dla pewnego dodatniego m. Poka», »e
jest to równowa»ne temu, »e jedyne dzielniki zera w A/q to elementy
nilpotentne.

(a) Poka», »e radykaª ideaªu prymarnego jest ideaªem pierwszym.

(b) Poka», »e je±li radykaª ideaªu jest maksymalny to ideaª jest pry-
marny.

(c) Poka», »e radykaª ideaªu (x2, yx) w k[x, y] jest pierwszy ale ten
ideaª nie jest prymarny.

5. Niech f ∈ C[x, y] b¦dzie nierozkªadalnym wielomianem drugiego stop-
nia. Niech C[V (f)] = C[x, y]/(f) oznacza pier±cie« funkcji regularnych
na V (f) natomiast C(V (f)) jego ciaªo uªamków. Poka», »e C[V (f)]
jest izomor�czny z C[t] lub C[t, t−1] z czego wynika, »e C(V (f)) jest
izomor�czny z C(t).



6. Rozpatrzmy wzgl¦dnie pierwsze wielomiany f, g ∈ C[t]. Poka», »e je±li
cztery ró»ne (nieproporcjonalne) kombinacje liniowe (nad C) wielomia-
nów f i g s¡ kwadratami w C[t] to f, g ∈ C. Wskazówka: dowód
niewprost, mo»na zaªo»y¢, »e f , g, f − g oraz f − λg s¡ kwadratami
(gdzie 0 6= λ 6= 1) oraz minimum stopni f i g jest najmniejsze w±ród
tych par, które nie speªniaj¡ tezy zadania.

7. [Zadanie trudniejsze.] Niech F ∈ C[x, y] b¦dzie nierozkªadalnym wielo-
mianem trzeciego stopnia postaci F = y2 − x(x − 1)(x − λ) gdzie
0 6= λ 6= 1

(a) Poka», »e V (F ) nie mo»na sparametryzowa¢ za pomoc¡ funkcji
wymiernych; to jest: je±li f, g ∈ C(t) takie, »e f 2 = g(g−1)(g−λ)
to f, g ∈ C. Wskazówka: przedstaw f = r/s, g = p/q w postaci
nieskracalnego ilorazu wielomianów i poka», »e (z dokªadno±ci¡ do
staªej) wielomiany p, q, p− q i p− λq s¡ kwadratami w C[t].

(b) Poka», »e ciaªo uªamków pier±cienia ilorazowego C[x, y]/(F ), czyli
C(V (F )), jest wymiaru przest¦pnego 1 nad C i nie jest izomor-
�czne z ciaªem funkcji wymiernych C(t).

(c) Znajd¹ wielomian trzeciego stopnia F ∈ C[x, y] taki, »e C(V (F ))
jest izomor�czne z C(t).


