Algebra 2*, zadania na éwiczenia, seria V
Twierdzenie Hilberta o zerach i sktadowe zbioru algebraicznego. Ideaty pry-
marne.

1. Latwy dowod Nullstellensatz dla cial nieprzeliczalnych. Zalozmy, ze K
jest nieprzeliczalnym ciatem. Niech K C L bedzie rozszerzeniem cial,
takim ze L jest skoniczenie generowang K-algebra.

(a) Pokaz, ze L ma przeliczalna baze nad K, wobec czego dla kazdego
be L\ K zbior {ﬁ}aeK jest liniowo zalezny nad K.

(b) Wykorzystaj liniowa zalezno$¢ powyzszych elementow by znalezé
wielomian w K{z|, ktorego pierwiastkiem jest b. Wywnioskuj z
tego, ze rozszerzenie K C L jest skonczone.

2. Opisz wszystkie idealy maksymalne w R[zy,...,z,]. Pokaz, ze zbior
algebraiczny odpowiadajacy ideatowi maksymalnemu m w R[zq, . . ., x,]
jest punktem lub jest pusty. Wskazowka: rozpatrz rozszerzenie R C
Rlzy, ..., x,)/m.

3. Rozpatrzmy ideal J = (zy + yz + 22, xyz) <Clz,y, z|. Znajdz nieprzy-
wiedlne sktadowe zbioru V(J) C A i podaj ich idealy. Rozstrzygnij
czy ideal J jest radykalny czyli V/J = J.

4. Tdeal q w pierscieniu A nazywamy prymarnym jesli dla a, b € A jesli
ab € q to a € q lub 0™ € q dla pewnego dodatniego m. Pokaz, ze
jest to rownowazne temu, ze jedyne dzielniki zera w A/q to elementy
nilpotentne.

(a) Pokaz, ze radykal ideatu prymarnego jest ideatem pierwszym.

(b) Pokaz, ze jesli radykal ideatu jest maksymalny to ideal jest pry-
marny.

(c) Pokaz, ze radykal idealu (22, yz) w k[z,y| jest pierwszy ale ten
ideal nie jest prymarny.

5. Niech f € C[z,y] bedzie nierozktadalnym wielomianem drugiego stop-
nia. Niech C[V (f)] = C|x,y]/(f) oznacza pierscien funkcji regularnych
na V(f) natomiast C(V(f)) jego cialo utamkéw. Pokaz, ze C[V(f)]
jest izomorficzny z C[t] lub C[t,t™'] z czego wynika, ze C(V(f)) jest
izomorficzny z C(t).



6. Rozpatrzmy wzglednie pierwsze wielomiany f, g € C[t]. Pokaz, ze jesli
cztery rozne (nieproporcjonalne) kombinacje liniowe (nad C) wielomia-
now f i g sa kwadratami w C[t] to f, ¢ € C. Wskazowka: dowod
niewprost, mozna zatozy¢, ze f, g, f — g oraz f — \g sa kwadratami
(gdzie 0 # X # 1) oraz minimum stopni f i g jest najmniejsze wsrod
tych par, ktore nie spetniajg tezy zadania.

7. [Zadanie trudniejsze.|] Niech F' € C[z,y] bedzie nierozkladalnym wielo-
mianem trzeciego stopnia postaci F = y? — z(z — 1)(z — \) gdzie

0#N#1

(a) Pokaz, ze V(F') nie mozna sparametryzowa¢ za pomoca funkeji
wymiernych; to jest: jesli f, g € C(t) takie, ze f2 = g(g—1)(g—\)
to f, g € C. Wskazowka: przedstaw f = r/s, g = p/q w postaci
nieskracalnego ilorazu wielomianéw i pokaz, ze (z doktadnoscia do
statej) wielomiany p, ¢, p — ¢ i p — Aq sa kwadratami w C[t].

(b) Pokaz, ze cialo utamkow pierscienia ilorazowego Clx,y|/(F'), czyli
C(V(F)), jest wymiaru przestepnego 1 nad C i nie jest izomor-
ficzne z cialem funkeji wymiernych C(t).

(c) Znajdz wielomian trzeciego stopnia F' € C[z,y] taki, ze C(V (F))
jest izomorficzne z C(t).



