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Rozszerzenia ciaª i pier±cieni. Caªkowite domkni¦cie.

Materiaª z ostatniego wykªadu i wi¦cej zada« (oraz rozwi¡zania niektórych z
podanych poni»ej problemów) znajd¡ Pa«stwo w rozdziale 4 ksi¡»ki Milesa
Reida Undergraduate Commutative Algebra lub rozdziale 5 ksi¡»ki Atiyah�
Macdonald, Introduction to commutative algebra.

1. Przypomnijmy, »e normalizacja dziedziny to jej caªkowite domkni¦cie
w jej ciele uªamków. Poka», »e normalizacja nast¦puj¡cych pier±cieni
ilorazowych jest izomor�czna z C[t], gdzie t = y/x:

(a) C[x, y]/(y2 − x3)
(b) C[x, y]/(y2 − x3 − x2)

2. Rozpatrzmy rozszerzenie ciaª Q ⊂ Q(
√
n) gdzie liczba naturalna n nie

jest podzielna przez kwadrat liczby caªkowitej.

(a) Poka», »e je±li 4 6 | n− 1 to caªkowitym domkni¦ciem Z w Q(
√
n)

jest Z[
√
n].

(b) Poka», »e je±li 4 | n − 1 to caªkowitym domkni¦ciem Z w Q(
√
n)

jest Z[(1 +
√
n)/2].

3. Sprawd¹ bezpo±rednio, »e ka»dy element k[t] jest caªkowity nad k[t2]:
Dla f ∈ k[t], f(t) =

∑
ait

i, znajd¹ wielomian unormowany stopnia 2
nad pier±cieniem k[t2], którego pierwiastkiem jest f .

4. Niech A ⊂ B b¦dzie caªkowitym rozszerzeniem pier±cieni. Niech p
b¦dzie ideaªem pierwszym w B a S ⊂ A pewnym systemem multipli-
katywnym w A.

(a) Poka», »e A jest ciaªem wtedy i tylko wtedy gdy B jest ciaªem.

(b) Poka», »e pier±cie« ilorazowy B/p jest caªkowity nad A/A ∩ p.

(c) Poka», »e p jest maksymalny w B wtedy i tylko wtedy gdy A ∩ p
jest maksymalny w A.

(d) Poka», »e rozszerzenie lokalizacji S−1A ⊂ S−1B jest caªkowite.

5. Niech A ⊂ B b¦dzie sko«czonym rozszerzeniem pier±cieni.
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(a) Poka», »e dla ka»dego ideaªu maksymalnego I w A istnieje co
najmniej jeden ideaª maksymalny J w B taki, »e J ∩ A = I.
Wskazówka: skorzystaj z lematu Nakayamy.

(b) Czy powy»sze stwierdzenie jest prawdziwe, je±li ideaªy maksy-
malne zast¡pi¢ pierwszymi?

(c) Czy zaªo»enie sko«czono±ci rozszerzenia A ⊂ B jest konieczne?

Wskazówka: zob. Atiyah-Macdonald, rodz. 5.

6. Niech k b¦dzie ciaªem algebraicznie domkni¦tym, char k 6= 2, poªó»my
A = k[t]. Dla wielomianu f ∈ A, postaci f =

∏
(t−ai)ni , gdzie ai 6= aj

dla i 6= j oraz ni ≥ 1, we¹my pier±cie« ilorazowy B = k[t, x]/(x2 − f)
obraz x oznaczaj¡c przez

√
f .

(a) Znajd¹ warunek na to, »eby B byªo dziedzin¡. W nast¦pnych
pytaniach zakªadamy, »e B jest dziedzin¡.

(b) Poka», »e caªkowite domkni¦cie A w ciele uªamków (B) jest równe
caªkowitemu domkni¦ciu B w swoim ciele uªamków.

(c) Znajd¹ warunek na to by pier±cie« B byª normalny, to jest
caªkowicie domkni¦ty w ciele swoich uªamków.

7. Dla uªatwienia Z≥0 oznaczamy przez N. Niech Γ ⊂ Nn b¦dzie sko«cze-
nie generowan¡ podpóªgrup¡, dla której de�niujemy C(Γ) = R≥0 · Γ ⊂
Rn sto»ek generowany w Rn przez Γ. Ponadto de�niujemy podpier±-
cie« k[Γ] ⊂ k[x1, . . . , xn] rozpi¦ty (jako k-przestrze«) na jednomianach
xγ = xγ11 · · ·xγnn , gdzie γ ∈ Γ.

(a) Niech Γ = C(Γ)∩Zn. Poka», »e Γ = {γ ∈ Zn| ∃m > 0 : mγ ∈ Γ}.
(b) Poka», »e rozszerzenie k[Γ] ⊂ k[Γ] jest caªkowite.

(c) Poka», »e pier±cie« k[Γ] jest caªkowicie domkni¦ty w k[Nn] =
k[x1, . . . , xn]. Wskazówka: je±li f ∈ k[Nn] speªnia równanie
fm + am−1f

m−1 + · · · a1f + a0 = 0, gdzie ai ∈ k[Γ], i nie wszystkie
wykªadniki jednomianów w f s¡ w C(Γ), to mo»na wybra¢ form¦
liniow¡ λ na Rn tak¡, »e warto±¢ λ na wykªadniku dokªadnie jed-
nego jednomianu z f jest dodatnia natomiast na pozostaªych jed-
nomianach z f oraz na C(Γ) forma λ przyjmuje warto±ci ujemne.

(d) Poka», »e pier±cie« k[Γ] jest normalny.


