
Algebra 2∗, zadania na ¢wiczenia, seria II

Krótki wst¦p do kategorii i funktorów.

W tej serii jest du»o zada« ale s¡ (z reguªy) ªatwe lub bardzo ªatwe. Najpierw
de�nicje, które zapewne Pa«stwo znaj¡ lub pozna¢ ªatwo mog¡. �ródeª jest
bardzo du»o, na przykªad:

• Adamek, Herrlich, Stecker, Abstract and concrete categories.

• Freyd, Abelian Categories

Kategoria. Kategoria C to klasa obiektów ObjC oraz klasa mor-
�zmów: dla ka»dej pary obiektów A, B z ObjC mamy dany zbiór mor�zmów
MorC(A,B), które zapisujemy jako strzaªki MorC(A,B) 3 f : A → B. Mor-
�zmy mo»na skªada¢ czyli istnieje operacja ◦C:

MorC(A,B)×MorC(B,C) 3 (f, g) −→ g ◦C f ∈ MorC(A,C)

Skªadanie mor�zmów jest ª¡czne oraz w zbiorze MorC(A,A) mamy
wyró»niony mor�zm identyczno±ci idA, który jest neutralny dla operacji
skªadania.

Funktor. To �homomor�zm kategorii� Φ : C → D, a dokªadniej
odwzorowanie objektów ΦObj : ObjC → ObjD oraz mor�zmów: zachowu-
j¡ce kierunek strzaªek ΦMor : MorC(A,B) → MorD(ΦObj(A),ΦObj(B))
(czyli funktor kowariantny) lub je odwracaj¡ce ΦMor : MorC(A,B) →
MorD(ΦObj(B),ΦObj(A)) (czyli funktor kontrawariantny). Zakªadamy, »e
funktory przeprowadzaj¡ identyczno±ci na identyczno±ci oraz s¡ zgodne ze
skªadaniem mor�zmów.

Naturalna transformata funktorów. Zaªó»my, »e mamy dwa kowari-
atne funktory Φ, Ψ : C → D. Naturalna transformata funktorów µ : Φ→ Ψ
jest zadana przez klas¦ mor�zmów µA : ΦObj(A) → ΨObj(A), gdzie A ∈ C,
które dla ka»dej pary A,B ∈ ObjC i f ∈ MorC(A,B) speªniaj¡ warunek
przemienno±ci

ΦObj(A)
ΦMor(f) //

µA
��

ΦObj(B)

µB
��

ΨObj(A)
ΨMor(f) // ΨObj(B)

Je±li dodatkowo ka»de µA jest izomor�zmem to mówimy, »e µ jest naturaln¡
równowa»no±ci¡ (lub izomor�zmem) funktorów. Takie same de�nicje stosu-
jemy dla funktorów kontrawariantnych.

http://katmat.math.uni-bremen.de/acc/acc.pdf
http://www.mimuw.edu.pl/~jarekw/SZKOLA/GEA/AbelianCategories.pdf


Izomor�zm i równowa»no±¢ kategorii. Kategorie C i D s¡ izomor-
�czne o ile istniej¡ funktory Φ : C → D i Ψ : D → C takie, »e Φ ◦ Ψ oraz
Ψ ◦ Φ s¡ funktorami identyczno±ci na, odpowiednio, D i C. Kategorie C i D
s¡ równowa»ne o ile istniej¡ funktory Φ i Ψ takie, »e Φ ◦ Ψ oraz Ψ ◦ Φ s¡
naturalnie równowa»ne z funktorami identyczno±ci.

1. Poka», »e zbiory oraz struktury algebraiczne (grupy, grupy abelowe,
pier±cienie przemienne, przestrzenie wektorowe nad ustalonym ciaªem k
itd) i przestrzenie topologiczne wraz z ich odwzorowaniami, odpowied-
nimi homomor�zmami, tworz¡ kategorie. Oznaczamy je Set, Gr, Ab,
Ring, Vectk, Top itd. Poka», »e zapominanie o operacjach alge-
braicznych daje funktor pomi¦dzy odpowiednimi kategoriami (funktor
zapominania).

2. Poka», »e kategoria z jednym obiektem jest monoidem (póªgrup¡ z jed-
no±ci¡) a funktory takich kategorii to ich homomor�zmy.

3. Funktor Φ : C → D nazywamy wiernym (odpowiednio, peªnym) je±li
odwzorowanie na strzaªkach MorC(A,B)) → MorD(ΦObj(A),ΦObj(B))
jest injekcj¡ (surjekcj¡). Poka», »e abelianizacja grupy zadaje funktor
kowariantny z Gr do Ab. Czy jest to funktor wierny? peªny?

4. Zde�niuj izomor�zm obiektów oraz odwrotno±¢ mor�zmu w sposób kat-
egoryjny.

5. Niech (S,≤) bedzie zbiorem z cz¦±ciowym porz¡dkiem. Poka», »e (S,≤)
de�niuje kategori¦, której obiektami s¡ elementy z S a mor�zmami
nierówno±ci pomi¦dzy nimi.

6. Obiekt A nazywamy obiektem pocz¡tkowym kategorii C je±li ma
dokªadnie jedno odwzorowanie w ka»dy obiekt kategorii. Podobnie
de�niujemy obiekt ko«cowy kategorii. Poka», »e obiekt pocz¡tkowy
(ko«cowy) w kategorii jest jeden z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu.
Zbadaj czy kategorie rozpatrywane w pozostaªych zadaniach maj¡
obiekt pocz¡tkowy. Czy maj¡ obiekt ko«cowy?

7. Niech C bedzie kategori¡ z wyró»nionym obiektem A. Poka», »e odw-
zorowanie B → MorC(A,B) oraz

MorC(B,C) 3 f −→ ( MorC(A,B) 3 g → f ◦ g ∈ MorC(A,C) )



de�niuje kowariantny funktor z C w kategori¦ zbiorów Set. Oznaczmy
go hA : B → MorC(A,B). Zde�niuj podobnie funktor kontrawariantny
hA : B → MorC(B,A). Poka», »e mor�zm A′ → A daje naturaln¡
transformat¦ funktorów hA → hA′ i hA

′ → hA.

8. Lemat Yonedy. Dla danej kategorii C de�niujemy jej kategori¦ funk-
torów Ĉ, w której obiektami s¡ funktory kontrawariantne C → Set
a mor�zmami naturalne transformaty takich funktorów. Rozpatrzmy
funktor Φ̂ : C → Ĉ taki, »e Φ̂Obj(A) = hA a na mor�zmach Φ̂ dziaªa tak
jak opisano w poprzednim zadaniu. Poka», »e Φ̂ jest wierny i peªny.

9. Kontrawariantny funktor C → Set nazywamy reprezentowalnym
(reprezentowanym przez obiekt A w C) je±li jest naturalnie izomor�czny
funktorowi hA. Poka», »e kowariantny funktor zapominania Ab → Set
jest naturalnie izomor�czny funktorowi hZ.

10. Niech Vect<∞k oznacza kategori¦ przestrzeni wektorowych nad ciaªem
k wymiaru sko«czonego. Rozpatrzmy funktor kowariantny podwójnej
dualizacji ·∨∨ : Vect<∞k → Vect<∞k . Znale¹¢ naturaln¡ transformat¦
funktora identyczno±ci do podwójnej dualizacji i pokaza¢, »e na Vect<∞k
jest to równowa»no±¢ funktorów.

11. Niech vect<∞k oznacza kategori¦, której obiektami s¡ przestrzenie linio-
we kn (jeden obiekt dla ka»dego n ≥ 0) za± Morvect(k

n, km) to macierze
n×m. Poka», »e naturalne wªo»enie vect<∞k w Vect<∞k oraz, z drugiej
strony, wybór (pewnej) bazy dla ka»dej przestrzeni w Vect<∞k , daje
równowa»no±¢ tych kategorii.

12. Produkt kategoryjny A, B ∈ ObjC to obiekt D z dwoma mor�zmami
A← D → B takimi, »e dla dowolnego obiektu D′, który ma mor�zmy
A ← D′ → B istnieje dokªadnie jeden mor�zm z D′ do D, który daje
nast¦puj¡cy przemienny diagram

D′

�� ��

∃!
��
D

xx &&
A B



ProduktD oznaczamy, o ile nie spowoduje to konfuzji, przez A×B. Ko-
produkt de�niujemy przez odwrócenie strzaªek. Poka», »e tak zde�n-
iowany produkt jest jeden z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu. Poka», »e
produkty s¡ przemienne, to jest A×B jest izomor�czne z B×A. Opisz
produkty i koprodukty w kategoriach Set, Top, Ab, Gr, Ring (zauwa»,
»e niekoniecznie musz¡ istnie¢).

13. Zaªó»my, »e w kategorii C mamy trzy obiekty z nast¦puj¡cymi dwoma
strzaªkami A → C ← B. Produktem wªóknistym A i B nad C nazy-
wamy obiekt D z mor�zmami A ← D → B, które daj¡ nast¦puj¡cy
diagram przemienny

D //

��

B

��
A // C

Ponadto zakªadamy, »e o ile obiekt D′ speªnia powy»szy warunek dla
D to mamy dokladnie jeden mor�zm D′ → D, który mo»na wstawi¢ w
nast¦puj¡cy diagram przemienny

D′

��

))
∃!

&&
D //

��

B

��
A // C

Tak zde�niowany produkt wªóknisty (o ile wiemy, gdzie jest zde�-
niowany) zwykle oznaczamy przez A ×C B. Ko-produkt wªóktnisty
de�niujemy przez odwrócenie strzaªek. Poka», »e tak zde�niowany pro-
dukt (i ko-produkt) jest jeden z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu. Opisz
produkty i koprodukty wªókniste w kategoriach Set, Top, Ab. Poka», »e
je±li kategoria C ma obiekt ko«cowy Z i istnieje w niej produkt A×B
to produkt wªóknisty A×Z B jest izomor�czny z A×B.

14. Zªo»enie produktów wªóknistych jest produktem wªóknistym. Zaªó»my,
»e nast¦puj¡ce obiekty i strzaªki s¡ zde�niwane

E ×A (A×C B) //

��

A×C B //

��

B

��
E // A // C



Poka», »e E ×A (A×C B) jest izomor�czne z E ×C B, gdzie E → C to
zªo»enie E → A→ C.

15. Zmiana bazy produktu wªóknistego. Zaªó»my, »e istnieje produkt
wªóknisty dla A → C ← B. Poka», »e dowolny mor�zm C → E
indukuje naturalne odwzorowanie A×C B → A×E B i mamy diagram

A×C B //

��

A×E B

��
C // C ×E C

gdzie odwzorowanie C → C×EC jest diagonal¡ czyli odwzorowaniem w
produkt wªóknisty pochodz¡cym z dwóch kopii identyczno±ci C → C.
Poka», »e powy»szy diagram te» jest produktem wªóknistym.


