Algebra 2*, zadania na ¢éwiczenia, seria I
Powtorzenie o modutach.

Material do tej serii zadan powinni Panstwo znaé z GALu i pierwszej
Algebry; dla powtorzenia prosze zajrze¢ do ksiazki Reida, Undergraduate
Commutative Algebra, tu jest skan drugiego rozdziatu, skad wziatem czesé
zadan i gdzie znajda Paristwo réwniez wskazéwki a nawet rozwiazania niek-
térych z nich.

Notacja: A jest pierscieniem przemiennym z jednoscig. Jedli nie jest
powiedziane inaczej, to modutly sa zdefiniowane nad A i zwykle oznaczane
literami M, N, W, natomiast 0 oznacza modul zerowy. Kojadro homomor-
fizmu modutéow o : M — N to z definicji modul ilorazowy coker(a) =
N/im(a).

Odwzorowania wieloliniowe modutéw definiujemy podobnie jak od-
wzorowania wieloliniowe przestrzeni liniowych. Na przyklad odwzorowanie
dwuliniowe ¢ : M x N — W spelnia warunki a - ¢(m,n) = ¢(am,n) =
d(m,an), p(my+ma,n) = ¢(mi,n)+¢(ma,n) i p(m,ni+n2) = ¢(m,ny)+
P(m,n2),

Odwzorowanie r-liniowe A modutéw

¢o:Mx---xM—N

nazywamy alternujacym (antysymetrycznym) jesli dla dowolnych 1 < i #
j < r zachodzi

G- om- ) = =@ myeomy )

(tam gdzie sa kropki nic nie zmieniamy); zakladamy tutaj, ze 2 nie jest
dzielnikiem zera w pierécieniu A. Odpowiednio, ¢ nazwiemy symetrycznym
jesli dla dowolnych 1 < i # j < r mamy

Ciagi doktadne. Ciag homomorfizmoéow modulow
e M 2 My S My — -

jest doktadny w M;41 jesli im(ay) = ker(aiy1); clag jest doktadny jesli jest
doktadny w kazdym miejscu.

1. Charakterystyka Eulera. Rozpatrzmy ciag doktadny przestrzeni wek-
torowych nad ciatem k:

0—Vi—.--—V,—0

Pokaz, ze > ._; (—1)¢ - dimy,V; = 0.
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2. Lemat o pieciu. Rozpatrzmy nastepujacy diagram przemienny

Ml—)MQ—)M3—>M4—>M5

+ i S i i

N1—>N2—>N3—>N4—>N5

w ktorym gérny i dolny wiersz sa doktadne. Pokaz, ze jedli cztery pio-
nowe strzatki po bokach sa izomorfizmami to i §rodkowa jest izomor-
fizmem.

3. Lemat o wezu. Rozpatrzmy nastepujacy diagram przemienny

Ml—)MQ—)M3—>O

i 3 i

0—)N1—)N2—>N3

w ktéorym poziome ciagi sa dokladne a pionowe strzalki oznaczamy
odpowiednio a1, ag i as. Pokaz, ze istnieje homomorfizm § : ker(asz) —
coker(aq) taki, ze indukowany przez ten diagram cigg homomorfizmow

ker(ap) — ker(ag) — ker(as) 2, coker(ay) — coker(ag) — coker(as)
jest doktadny.

4. Produkt tensorowy. Pokazaé, ze dla kazdej pary modutéw M, N ist-
nieje doktadnie jeden (z doktadnoscia do izomorfizmu) modut M @ N
wraz z odwzorowaniem dwuliniowym ¢ : M x N - M ® N takim,
ze dla kazdego dwuliniowego odwzorowania ¢ : M x N — W istnieje
doktadnie jeden homomorfizm 5 : M ® N — W spelniajacy warunek
¢ o1 = ¢. Oznaczenie: m ® n oznacza P(m,n).

5. Produkt zewnetrzny. Pokaza¢, ze istnieje dokladnie jeden (z doktad-
noscig do izomorfizmu) modut A" M wraz z odwzorowaniem r-liniowym
alternujacym ¢ : M x --- x M — A" M takim, ze dla kazdego 7-

liniowego odwzorowania alternujacego ¢ : M X -+ x M — N istnieje
doktadnie jeden homomorfizm 5 : A" M — N spehiajacy warunek
qgo ¥ = ¢. Oznaczenie: dla mq,...,m, € M przez mi; A --- A m,
oznaczamy ¥(my,...,my).

6. Produkt symetryczny. Pokazaé, ze istnieje doktadnie jeden (z doktad-
noscig do izomorfizmu) modut S” M wraz z odwzorowaniem 7-liniowym
symetrycznym ¢ : M X --- x M — S"M takim, ze dla kazdego r-
liniowego odwzorowania symetrycznego ¢ : M x --- x M — N istnieje
doktadnie jeden homomorfizm 5 : "M — N spelniajacy warunek

porh=¢.
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Wyznacznik. Niech M bedzie A modutem wolnym rangi d nad A z
baza m1,...,my. Pokaza¢, ze istnieje doktadnie jeden homomorfizm
det : N* M — A taki, ze det(my A --- Amg) = 1. Pokaza¢, ze det jest
izomorfizmem A modult6w.

Pokazac, ze jesli M jest wolny, skoriczonej rangi, to i A" M jest wolny,
znalez¢ jego range.

Pokazaé, ze jesli M jest wolny, rangi d, to modut S™ M jest izomorficzny
z modulem wielomianéw jednorodnych stopnia r od d zmiennych o
wspotczynnikach w A.

Kompleks Koszula. Niech M bedzie skoriczenie generowanym A-
modutem. Wezmy homomorfizm h : M — A, ktorego obrazem jest
ideal T = h(M) < A. Definiujemy d, : \" M — A"~ ' M (przyjmujemy
A’ M = A) kladac

dp(my A Amy) =Y (1) h(me) - ma A- - Amiiy Amiga A A
i=1
(a) Pokazac, ze d; o d;+1 = 0 wiec im(d;) C ker(d;—1).
(b) Pokazac, ze jesli A jest cialem (i h jest niezerowe) to im(d;) =
ker(d;—1), dla i > 1.
(c) Zbada¢ warunek im(d;) = ker(d;—1) dla A=k[z,y], M = A® A
i h(f1, f2) = zfi +yfo.
(d) * To samo dla A = k[z,y,z], M = A® A® Aih(f,f,[f3) =
rfi+yf2+zf3

(e) Podaj przyktad, ze nie zawsze im(d;) = ker(d;—1).

Twierdzenie Cayleya-Hamiltona |Reid, 2.6]. Niech I,, oznacza macierz
jednostkowa n xn. Dla macierzy ® wymiaru n xn o wspoétczynnikach z
A definiujemy jej wielomian charakterystyczny Py (t) = det(t-I,—®) €
Alt]) (gdzie det tym razem oznacza zwykly wyznacznik). Pokaz, ze
Py (®) = 0 jako macierz nxn. Réwnowaznie, niech ¢ : A" — A" bedzie
endomorfizmem wolnego A-modutu rangi n zdefiniowanym przez @,
to znaczy jesli m; sa wektorami bazowymi A" to ¢(m;) = Zj ajms;.
Pokaz, ze Pp(¢) = 0 w pierscieniu Al¢p] C End(A"). Wskazowka:
rozpatrz macierz A = (¢-I,, —®) o wspotezynnikach w A[¢] i skorzystaj
z tego, ze A ma macierz dolaczona adj(A) w A[g] by pokazaé, ze
det(A) =0 w Alo].
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Trik wyznacznikowy [Reid, 2.7]. Niech M bedzie modulem ge-
nerowanym przez n elementéw a ¢ : M — M jego endomorfizmem.
Zatozmy, ze I jest idealem w A takim, ze ¢(M) C IM. Pokaz, ze ¢
spelnia nastepujaca relacje w A[¢]:

¢" +arg" "+t an-19 +an =0
gdzie as € I°. (Skorzystaj ze wskazowki do poprzedniego zadania.)

Lemat Nakayamy. Skorzystaj z poprzedniego zadania by pokazad
nastepujacy fakt: Jedli M jest skoriczenie generowanym A modutem a
I ideatem w A takim, ze M = IM to istnieje a € A takie,zea—1¢€ [
oraz aM = 0.



