Analiza matematyczna I.
Pula jawnych zadan na kolokwia.

Wydziat MIiM UW, 2015/16

ostatnie poprawki: 14 lutego 2016

Szanowni Panstwo,

zgodnie z zapowiedzig, na kazdym kolokwium w pierwszym semestrze co naj-
mniej jedna trzecia zadan bedzie pochodzila wprost z tego zestawu, badz bedzie nie-
wielkg modyfikacjg ponizszych zadan.

Wsréd zamieszczonych nizej zadan sg tatwiejsze i trudniejsze.

Podkres§lamy: prosze sie nie zrazac, jesli nie bedq Parstwo umieli zrobi¢ wszyst-
kich od razu. Material jest obszerny i dla wiekszosci z Panistwa trudniejszy, niz w
szkole, szczegdlnie na samym poczatku studiéw. Ponadto, w matematyce jest rzeczq
normalngq, ze cztowiek pewnych rzeczy nie potrafi zrobié. Skuteczna nauka wymaga
czasu, regularnego treningu i cierpliwosci, a takze biezgcego kontaktu z materiatem
z wyktadu. Taka inwestycja przynosi praktycznie zawsze pozytywne skutki.

1 Liczby rzeczywiste. Kresy zbioréw. Indukcja.

1. Udowodnié, ze dla wszystkich x > 1000 zachodzi nier6wno$é
2® > 5r? + 14x + 17.
2. Udowodnié, ze liczba /7 + /2 jest niewymierna.

3. Wykazaé, ze réwnanie z/1 = (1 — z)/x na liczbe wyrazajgca stosunek ztotego po-
dziatu x € (0,1) nie ma pierwiastk6w wymiernych.

Uwaga. Liczbg zlota nazywa sie liczbe 1/x, gdzie x to dodatni pierwiastek réwnania
w zadaniu.

4. Niech a i b bedg liczbami dodatnimi takimi, ze a® +b* < 2. Udowodnié, ze a+b < 2.

5. Plaszczyzne parametréow a, b € R podzielié na podzbiory odpowiadajace stalej licz-
bie pierwiastkéw réwnania

abz® + (a+b)z +1=0.
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6. Wykazaé, ze dla dowolnych nieujemnych liczb rzeczywistych «a, b, ¢ zachodzi nie-
réownos¢é
(a+ b+ c)(ab+ be+ ac) > 9abe.
7. Wykazad, ze dla dowolnych nieujemnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi nie-
réownos¢é
(a+b+c)(Va+ Vb+/ec) > 9abe.
8. Wykazad, ze liczba /7/13 + /13/7 jest niewymierna.

9. Rozstrzygnaé, czy liczba VVE+3+ V6 —2 jest wymierna.
Wskazéwka. Zbadac¢ sume i iloczyn liczb \/ VE+3+ \/ V5 — 2.

10. Niech A C R bedzie zbiorem ograniczonym i A € R. Zbiér A\A okreslamy wzorem
A :={)la: a€ A}.
Oznaczmy sup A = M i inf A = m. Wyznaczyé kresy zbioru \A.

11. Udowodnic, ze dla kazdego n € N zachodzi nier6wnosé

1 1

n+n+1

1
e >
ot 2

12. Udowodnié, ze dla kazdego n € N zachodzi nieréwnosé

1+ 1 n +1>7
n n+1 on — 12

13. Udowodnicé, ze dla kazdego n € N zachodzi nier6wnosé

1 1

n+n—|—1

1
e — > 2
+ -+ o =
Wskaz6éwka. Srednia harmoniczna i arytmetyczna.

14. Udowodnié, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 zachodzg nieréwnosci

A P
2 273 1

<n.

15. Wykazaé, ze dla dowolnego n € N zachodzi nier6wnosé
3> VE=2n/n+1,
k=1

przy czym dla n > 1 nieré6wno$¢ jest ostra.
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16 (*). Wykazad, ze dla dowolnego n € N zachodzi nieréwnosé
5 kvVE>2m’/n+3,
k=1

przy czym dla n > 1 nieré6wno$¢ jest ostra.
17. Wykazaé, ze dla kazdego n naturalnego liczba 13" — 7 jest podzielna przez 6.

18. Wykazag, ze jesli n jest liczbg naturalng parzystg, to liczba n® + 20n dzieli sie
przez 48 (= 3 - 2%).

19. Udowodni¢, ze dla liczb catkowitych 0 < k <! < n/2 mamy (}) < (7).

20. Udowodnié, ze jesli n > 4 jest liczbg naturalng, to

2
(n) >n-2".
n

21. Wykazaé, ze dla dowolnego n € N zachodzi nier6wnos¢
(2n) Jn > o2t
n

22 (*). Wykazaé, ze dla dowolnego n € N zachodzi nier6wnos¢é
4n—1 <3n> \/ﬁ Z 33n—2 .
n

23. Czy zbiér A = {2"/3* gdzie k,n naturalne i k > n} jest ograniczony z goéry? A z
dotu? Prosze uzasadnié obie odpowiedzi. Jesli ktéras z nich jest twierdzgca, wyzna-
czy¢ odpowiedni kres zbioru A.

24. Dane sg liczby a,, € [0, 1], gdzie n = 1,2, .... Udowodnié, ze zbior

A:{“—” : n:1,2,...}

n
jest ograniczony i inf A = 0.

25. Wyznaczy¢ kresy gérne i dolne zbioréow

A:{E—i : k,meN}, B
k m

I
—

Czy te kresy sg osiggane?



26. Zbadac istnienie i — w przypadku istnienia — wyznaczyé wartosci kreséw zbioréow

A= M:m,nEN , B = m——i_n:m,nGN )
m+n-+1 m2+n+1

Czy znalezione kresy sg osiggane?

27. Udowodnié, ze (n!)? > n"*! dlan > 7.

{(;‘;2 : n:1,2,...}

jest ograniczony. Wyznaczy¢ jego kresy.

28. Udowodnié, ze zbior

29. Wyznaczyé kresy zbioréow
A={lz =1+ ]z + 1] : z €Roraz|z| <2}, B=A{lz—1]—|x+1]: z €R}.
30. Znalezé inf A isup A, gdzie
A={x4+y+z: z,y,2>0, zyz=1} .

31. Znalezé

a) inf{{’/ﬁ—;:neN},

U
b) Un ! eN
Su n———m:"n
p {L/ﬁ >
. n?%0 4+ 1.01"
C) lnf{mi n e N}

32. Zbiér niepusty i ograniczony z doltu A C R ma te wlasnos$¢, ze dla kazdej liczby
a € Aistnieje liczba b € A taka, ze b < a/2 + 1. Wykazaé, ze inf A < 2.

33. Wyznaczy¢ kres gorny i dolny zbioru {(z + y)(z* + 3~ 1) | 2,y > 0} .

34. Wyznaczy¢ kres gérny i dolny zbioru
n—k?
35. Wyznaczy¢ kres gorny i dolny zbioru

2m
{—n2 ‘n>m21 n,mEN}
mTL



36. Wyznaczy¢ kres gorny i dolny zbioru
2 _
u: nmeN, m>n,.
m? + n?
37. Znalezé kresy zbioru A, jego element najwiekszy lub wykazaé, ze takowy nie

istnieje oraz element najmniejszy lub wykazac, ze takowy nie istnieje, jesli

B {2013n—|—k.

M TR ke Z, n k> 10000 .
n+20i3k M EmTmEE }

38. Zbioér niepusty A C (0,00) ma te wlasnosé, ze jesli a € A, to % € A. Wykazaé, ze
jesli A jest ograniczony z gory, to inf A -sup A = 1.

39. Wykazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 zachodzg nieré6wnosci

< 2y/n.

1 1
n<l+—+ 4+ —
nelr gttt s
40. Wykazad, ze dla kazdego n € N zachodzi nieré6wnos¢
1 n 1 . 1 n L 1 <9 1
1421 T nt =% n

41. Znalezé wzor na

a n
>3
k=1
i udowodnié go.

42, Udowodnié, ze prawdziwy jest nastepujgcy wzor:

(0)+ () (3) #+ (o) =
43. Wykazad, ze
o)1) 2() oo () e

Wskazéwka. Zauwazyé, ze k? = k(k — 1) + k i obliczyé dwie sumy.
44. Zalézmy, ze (s;) jest ciagiem liczb rzeczywistych nieujemnych, s; < 1, i dla kaz-
dego k > 1 spelniona jest nieréwnos¢é

k
Sk+1 §2]€—|—3ZSJ

Jj=1

Wykazaé, ze s, < 7% dla wszystkich k naturalnych.
Wskazowka. 2k < 1 + 2k < (1 + 2)* na mocy nieré6wnosci Bernoulli’ego.
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45. Niech n bedzie liczba catkowitg dodatnia. Udowodnié nieréwnosé
(n+1)"" > (n+2)"
46. Znalezé kres gorny zbioru
{a2012+62012+62012 la+b+c=1, a,bc> O}.

47. Niech (a,), bedzie ciggiem $cisle rosngcym o wyrazach naturalnych (w zadaniu
przyjmujemy, ze 0 ¢ N) . Wykazaé, ze

a) dla dowolnego m € N cigg b, := n 2:7” jest malejacy,
b) inf{an+am‘n,m€N}:O,
Ay 207
c) sup{an+am |n,m€N}:21_a1.
QA 297

2 Ciagi i granice.

48. Czy ktorys z ponizszych ciggéw jest monotoniczny? Monotoniczny dla dostatecz-
nie duzych n?

an:n\/TH—nQ, bn:nQ—nm.
Odpowiedz oczywiscie nalezy uzasadnic.
49. Obliczy¢ granice nastepujgcych ciggow:
_14+2+4---4m . _9416+4---+(Tn+2)

9 n

Qn

n? n?
50. Ciag (a,) jest okres§lony rekurencyjnie:
a; = 2, as =1, (pyo = Tapy — 10a, dlan=1,2,...

Udowodnié, ze a,, = 2"~ + 5"! dla wszystkich n € N.

51. Dla jakich liczb rzeczywistych p > 1 cigg (v/n? + n+ 1 —/n? — n + 1) jest ograni-
czony?

52. Obliczy¢ granice nastepujgcych ciggéw:

3+ (—=1)"+9yn—T7n° —2[¥n|n
(Bn—1)(n—2)(2n —3)(n —4)(4n —5) + 2"’

Qn

1
by = —3n°+ \/9n6 R 4 (= 1)n (1 + —) —10n2.
n
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53. Obliczy¢ granice

1 1 1
i )
ngrgo(n2+2+n2+4+ n2+2n)n

54. Dla kazdego z ponizszych ciggéw zbadac, czy ma on granice, a jezeli tak, to obli-
czy¢ jej wartosé.

an

(V11n2 + 3n + Vi? — VIIn2 + 1)1 ) 1\"
_ - : b, = Z g1ooo (14 = )
(1,001 — E)n — n2
g1 1

_ - = — 2/on _
Cp = il S d, = V2 n.

55. Dla kazdego z ponizszych ciggéw zbadac, czy ma on granice, a jezeli tak, to obli-
czy¢ jej wartosé.

n/an 100 n n 1 n® 1
an = /3" n1% —(2,999)", =3 T E Tt e
1 n+3 1 n+7(=1)™
Cn = (0, 999 + —) , d, = (1, 00001 — —) .
n n

56. Rozstrzygnaé, czy cigg zdefiniowany ponizszym wzorem jest zbiezny:

2n+7 1 n? 1
ap = Z T b, = Z T
k=n+2 n+1

57. Zalézmy, ze liczby a,b,c € R majg te wlasnosé, ze dla kazdego n € N istnieje
trojkat o bokach diugosci a”, b, ¢*. Wykazaé, ze wsréd liczb a, b, ¢ przynajmniej dwie
sg sobie rowne.

58. Obliczy¢ granice nastepujacych ciggow:

59. Znalezé granice ciggu

an:<\/n+1—\/n—1>\/2n+1.

60. Obliczy¢ granice

limn(\/n+\/n+201 —\/n+\/n+201()).

n—oo
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61. Obliczy¢ granice

- Vn+vn+ 2012 — \/n + v/n + 2010

n—00 vn3/2 + 2012 — v/n3/2 + 2010

62. Niech, dla wszystkich k£ naturalnych,

2k—1
i
on

n=~k

S =

Wykazaé, ze

2k +2)2F — 4k — 2
Sk:( >22k dlak e N

i obliczy¢ granice ciggu (si).

63. Niech, dla wszystkich £ naturalnych,
k-1 n
4
T anon (§> |

Wykazaé, ze
AN F
s =12+ (3k — 12) (g) dlak e N

i obliczyé granice ciggu c; = s, /2%/2.

64. Niech a, bedzie ciggiem zadanym rekurencyjnie: a; jest pewng liczbg rzeczywi-
stg, a ponadto
ny1=a>—1 dlan=1,2,...

Udowodnié, ze gdy |a,| < (1 +/5)/2, to ciag (a,) jest ograniczony, a gdy |a,| > (1 +
V/5)/2, to ciag (a,) jest rozbiezny (do +oc.)
65. Udowodni¢, ze ciag

2 2
a1:3, GQIB——, ...,an:3— y
3 Ap—1

jest zbiezny i znalezé jego granice.

66. Dany jest ciag (a,),>1 taki, ze a; = as = 1 oraz 2a,,2 = 2a,41+a,dlan =1,2,3....
Wykazaé, ze

Al - (5]

Ay =

Obliczy¢ lim,, . /a,,.



67. Niech (F),),>1 bedzie ciggiem zdefiniowanym tak: F} = 1, F, = 1, F,, ;0 = F,, .1 + F,
dla n > 1. Udowodnié, ze dlam > 1 i n > 2 prawdziwa jest rownosé

Fm+n:Fan—1+Fm+1Fn~

68. Dla ciagu (F),),>1 z poprzedniego zadania udowodnié, ze dla n > 2 prawdziwa
jest rownosé
Fo, = (Fn+1)2 - (Fn71>2 .

69. Obliczy¢ granice
)y
lim

2
n—oo NN

70. Obliczy¢ granice
. In(3n* +20n + 5)
lim .
n—oo In(n® — 3n + 12)

71. Obliczy¢ granice
lim n(1 — VInn).
72. Obliczy¢ granice
lim (n In(n* 4+ 1) — 2n(Inn) VIn n) :

n—oo

73. Niech b bedzie liczbg rzeczywistg rézng od zera, zas ¢ — dowolng liczbg rzeczywi-
sta. Wyznaczy¢ (lub wykazaé, ze nie istnieje) granice

—b+ /0 —4-L.¢

lim
n—00 2.

3=

74. Udowodnié, ze jezeli dla ciggu (a,,) liczb dodatnich istnieje skoniczona granica

lim (14 a,)",

n—o0

to cigg (a,) jest zbiezny do zera.

75. Obliczy¢ granice

1 1 1
lim + +o
"—>OO<\/n2+1 Vn? + 2 \/n2+2n—|—1)
76. Obliczy¢ granice

on + 1
lim (1 + V2 + /34 + Yn)ln 2

n—o00 2n




77. Obliczy¢ granice

, (n—l)%
lim ,

78. Ciag (a,) jest okres§lony rekurencyjnie:

gdzie b, = (vVn+1—+/n—1)"2

ap =

1
, a9 = 1, Ayp = §an,1 + \/CQp_2 dla n > 3.

| —

Wykazadé, ze ciag (a,

~—

jest rosngcy i ograniczony, a nastepnie znalezé jego granice.
79. Ciag (z,) jest okreslony rekurencyjnie:
T =2, Tpr1 = f(f(z,)) dlan=1,2,...,

gdzie f(z) = 1+ % Wykazaé, ze x, jest monotoniczny i ograniczony i obliczy¢ jego
granice.

80. Ciag {a,}>°, ma wyrazy dodatnie i jest ograniczony. Wykazaé, ze jesli ciag (c,)
ma granice réwng 0, to cigg dany wzorem

bn = Cp, Q/ln(]‘ + al) . ln(l + a’2) et 1n<1 + an)

tez ma granice réwng 0.
Wskazéwka. Wykorzystaé nieré6wnosé In(1 + z) < x dla x > 0.

81. Obliczy¢ granice

n—oo

1 n ﬁ
i (2525)

82. Wykazad, ze jesli cigg liczb rzeczywistych (a,,) spelnia jednocze$nie dwa warunki:

lim (@41 —a,) =0,
n—oo

a ponadto

v<€>O E|N€N Vn,m>N |a3m — a3n| S €,
to (a,) jest zbiezny. Podaé¢ przyklady swiadczace o tym, ze zaden z powyzszych wa-
runkéw z osobna nie jest warunkiem wystarczajgcym zbieznosci ciggu (a,,).
83. Wykazad, ze jesli

A={a, : neN}

jest zbiorem wyrazéw zbieznego ciggu liczb rzeczywistych (a,), to supA € A lub
inf A € A.

Podaé przyklad takiego ograniczonego ciggu rozbieznego (b,), dla ktérego ani
sup B, ani inf B nie sg elementami zbioru B wszystkich wyrazéw ciggu (b,).
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84. Obliczy¢ granice

1-4-7-..-3n+1)
lim
nso02:5-8-...-(3n+2)
Wskazéwka: przydatne mogg by¢ (ale nie muszg) rézne wlasnosci logarytmu natu-
ralnego.

85. Zal6zmy, ze cigg (a,2) jest zbiezny do granicy skonczonej, ponadto wyrazy ciggu
(a,) spelniajg warunek

V.~0 dnen takie, ze V,,~y 3.~y takie, ze |a,, — a,2| < ¢.

Czy wynika stad zbiezno$¢ ciggu (a,)?

3 Szeregi liczbowe i okolice

Uwaga: wszedzie w tym podrozdziale symbol |x| oznacza czeé¢ catkowitg (tzn. en-
tier) liczby rzeczywistej x, inaczej podtoge =, a symbol [z]| — tzw. sufit liczby z, tzn.
(] = |z|dlaxz € Zoraz [z]| = |[z] +1dlaxz € R\ Z.

86. Znalez¢ sume szeregu lub wykazaé, ze szereg ten sumy nie posiada:

io: n+1_n—i—2
2n+1 2n+3

n=1

87. Zbadaé zbieznos$é ponizszych szeregow:

v
[ ]
; nv/ 3" + ndhn

> 1
; In(1717" + 1000n177)

88. W zaleznosci od warto$ci parametru a € R zbadaé zbieznosé, bezwzglednag zbiez-
nos$é, [tylko] warunkowg zbiezno$¢ szeregow:
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o0 n

Z
2000015
n _|_ AL 0]

n=1
n

- a
Zn+ln(n2+1)

n=2

89. Dla jakich wartosci parametru a € R zbiezny jest szereg
0 on
; In (n!)

90. Zbadaé zbiezno$é szeregéow

A N = (n!)? =, 2"/
a) 212 (n+1> ’ b) Z(Sn)!’ ) Z nn

n= n=1

91. Zbadaé zbiezno$é szeregow

= 1 =
a) ;W’ b) 212(1 V),

92. Zbadaé zbiezno$é szeregu

>t
“— (Inlnn)""
93. Znalezé wszystkie wartos$ci parametru a > 0, dla ktorych szereg

- 1
a’", dzie ¢, = ,
2 . V21

jest zbiezny.

94. Znalezé wszystkie warto$ci parametru p € R, dla ktérych szereg
f: ( 1 )p
— n!

jest zbiezny.

95. Niech )" | a, bedzie dowolnym szeregiem zbieznym o wyrazach dodatnich. Czy
szeregi:

x oo
a) Z vad, b) Z ay sin a,
n=1 n=1

sg zawsze zbiezne? Uzasadnié odpowiedZ, podajac dowdd lub kontrprzyktad.

12



96. Niech )", a, bedzie dowolnym szeregiem zbieznym o wyrazach dodatnich. Czy
szereg

> e 1)

In
—1

3

jest zbiezny? Uzasadni¢ odpowiedz

97. Zbadaé zbieznos¢ szeregu

> In°(2n” + 13) + 10sin(n)
; nln®(ns +2y/n — 1) In(In(n + (=1)"))

98. Zbadaé zbieznosé szeregu

Z (cos{’/n3—|—ﬁ+7—005\3/n3—2\/ﬁ+3) .
n=2

99. Zbadaé zbieznosé szeregu

i expn
exp(n{/n)In’*n’

n=2

100. Zbadac zbieznos¢ szeregu

i (n+1ln+ 1"

n2n
n=2

101. Zbadac zbieznos¢ szeregu

gyt Inn
;(1)3 —.

102. Niech i

1
— _1)\lvn]
Sii= (VI
n=2

Czy ciag S(ox)2 jest zbiezny? Czy cigg Sj, jest zbiezny? Obie odpowiedzi prosze uzasad-
nic.

103. Dany jest ciag (a,) o wyrazach zespolonych taki, ze szereg >~ | a, jest zbiezny.
Niech ¢ : N — N bedzie bijekcjg, o ktérej wiadomo, ze istnieje takie M € N, ze dla
kazdego n € N zachodzi nier6wnosé |o(n) — n| < M. Wykazaé, ze wéwczas szereg

Z to(n)

n=1

jest zbiezny.
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104. Zbadac zbieznos¢ szeregu

f:(\/n2+7—\3/n3+8n—|—1> (In(n+1) —Inn).

n=1

105. Zbadac zbieznos¢ szeregu

- n Inn
nzlg(—l)LwJ m .

106. Czy szereg

Z Inn? | 2n—|—1)7r
vn+1 2

jest zbiezny? Uzasadnic odpow1edz.

107. Dany jest zbiezny szereg > -, a,. Czy wynika stad, ze szereg >~ a,/\/n jest
a) zbiezny, b) bezwzglednie zbiezny? OdpowiedZ uzasadnié, podajgc dowéd lub kontr-
przyktad.

108. Szereg ), (—i)"a,, gdzie wszystkie a,, > 0, jest zbiezny. Czy zbiezny jest szereg
> (—1)"a,? OdpowiedZ uzasadnié, podajgc dowéd lub kontrprzyklad.

n=1

109. Zbadac zbiezno$é szeregéw

o i1l
13 25

1

b) — NIRRT B

n 1 ; _nl
Z<_1)4 Z( 1)\4/%

n=1 n=1
jest rozbiezny. Czy odpowiedZ zmieni sig, gdy pierwszy szereg zamienimyna Y - (—1)"n=%/4?

111. Niech (a,) bedzie takim ciggiem liczb zespolonych, ze iloczyn Cauchy’ego szere-
gow Y > (—1)"oraz ) ° (—1)"a, jest zbiezny. Obliczy¢ sume szeregu > -, a.

112. Obliczyé sumy nastepujgcych szeregéw




- 1
Z n(4n? — 1)

n=1

i": 1
= V1) (Vi Vi)

1-4.-7 4-7-10 7-10-13

1 2 3 4
STIETIP TR A

0 2

113. Wykazaé tozsamosé

> 2 1 4 1
Z(n3—n)3”:_§+§;n-3”'

n=2

114. Zbadac zbieznosé szeregu w zaleznos$ci od parametru o > 0:
[ ]

Z (% - 1>a, gdzie b > 1 jest ustalong liczba,

n=1

> (vi-1)",

3
Jait

15



S0

n=1
Wskazéwka.
1 1 1\n 1\n 1\n+1 1\n
Tttt — (1) <e— (1+2) < (14 )7 = (1+2)",
21 n! n n n n

115. Zbadaé, w zaleznosci od wartosci parametru o € R, zbiezno$é szeregu

i 37 L pagn
ot ne3n 4 on !

116. Zbada¢ zbiezno$é szeregow

i (_1)n+1
n—Inn’

i(—l)” ln(l +1n {Vﬁ) :

= n(n+1) 1
-1
S

n=1

> 1

A+ na)mn gdzie a,, to reszta z dzielenia liczby n przez 3.
na,)Inn

)

n=1

117. Zbadac zbieznos¢ szeregu

S
= v (1)
118. Udowodnié tozsamosé

2 47 o 8

cos — + cos — + cos — + cos — = —1.
5 + 5 + 5 + 5

119. Udowodnié, ze liczby zespolone z, w € C sg réwne wtedy i tylko wtedy, gdy
zachodzi nastepujacy warunek:

(%) expz = expwidlapewnegoa € C\R spelniona jest rownosé exp(a-z) = exp(a-w).

120 (*). Wykazaé, ze kazda liczba zespolona w € C nalezy do zbioru wartosci funkcji
cos: C — C.

121. Szereg >~ | a, o wyrazach zespolonych jest zbiezny. Udowodnic, ze istnieje ciag
nieograniczony (b,);>; liczb dodatnich taki, ze szereg > | a,b, tez jest zbiezny.

16



4 Granica i cigglosé funkcji

Uwaga: w rozwigzaniach zadan o granicach prosze postugiwaé sie¢ wytgcznie faktami
znanymi z wykladu.

122. Obliczy¢ granice
) cos 2x
lim ——.
=T COST — sinx
123. Obliczyé granice
. In(cos2x)
lim

2—0 x - sin(sin z)

124. Obliczy¢ granice

lim x~sin<\/x2+3—\/x2—|—2).

T—r00

125. Obliczy¢ granice

lim z~V®,
z—07+
126. Obliczy¢ granice
1 — xl/w
lim

127. Obliczy¢ granice

128. Obliczy¢ granice

. Jeosz — 1
lim
x—0 x2

129. Obliczyé granice

lim Vr+2— -z +20
1 .
e=7  VJr+9-—-2
130. Obliczy¢
lim (cos \/5)1/70.

z—0t
Wskazowka: cosr = 1 — 22/2 + 21/24 — . . .; ponadto wiadomo (z wyktadéw), ze gdy
na, — 0, wtedy (1 + a,)” — 1.

131. Obliczy¢
lim ﬂ

z—1 Y —1

dla m,n € N.

17



132. Dla jakich parametréw a, b, c € R funkcja

| Va?+a? dla |z| > 1,
fz) =

ar’ +br+c dla |x| <1

jest ciggla na R?
133. Niech P(z)iQ(z) bedg wielomianami takimi, ze P(0) = Q(0) = 0. Jakie mozliwe

wartosci (wlgczajac +0o i —o0) moze przyjgé wyrazenie
P

lim (z)

z—0 Q(Q])

Scharakteryzowaé te pary (P, @)), dla ktérych powyzsza granica istnieje i jest rézna
od 0 i +oo.

?

134. Niech f(z) = In(1 — 2?), |z| < 1. Naszkicowaé wykres tej funkcji i scharaktery-
zowac wszystkie wielomiany (), dla ktérych granica

lim Q)
z—0 f(x)

istnieje i jest liczbg rzeczywista.
135. Poda¢ przyklad funkcji f: R — R, ktéra ma granice tylko w punktach 01 1.

136. Wyznaczy¢ stale rzeczywiste a, ¢ tak, by funkcja

a-exp(tgx)/(1+ exp(tgx) dla |z| < 7/2,
flo) = { exp(cp- :L‘%— 2( Plts=) dlz |z| > 7/2

byla ciggla na prostej R.

137. Niech
0, x<0;
-1

1, >0

i niech g(z) = 2? dla » € R. Zbadaé cigglosé funkcji f o g oraz g o f na calej proste;
rzeczywiste;j.

138. Wyznaczy¢ stale dodatnie A, B, C, dla ktérych istnieje funkcja ciggta f: (0,00) —
R taka, ze

A/x — B
f(il?) W dlal’>2,
fo) = M9 Gag<a<o
T —2

18



139. Dla jakich statych rzeczywistych A funkcja
f(z) = |z]cos(Ax), r €R,
jest ciggla na R?

140. Zbadad, czy istnieje taka liczba a € R, dla ktérej funkcja

{M7 240, x € (—m,7)

sin x

0, =0

jest ciggla na przedziale (—m, 7).

141. Funkcja f jest ciggla na przedziale [1/(2v/2),2v/2] i spelnia warunek
F2V2) - f(1/(2V2)) = 3.

Wykazacé, ze dla pewnej liczby rzeczywistej = zachodzi réwnosé f(2x) — f(x) = 1.

142. Wykazad, ze jesli f jest funkcjg ciggla na przedziale [0, 2], to istniejg punkty z;
ixy w0, 2] takie, ze o, — x; = 1 oraz

f(2) = 1(0)

f(x2) — fl1) = 9

143. Funkcja f: [-1, 1] — (0, 1] jest ciggta. Udowodnié, ze réwnanie f(z) = z* po-
siada co najmniej dwa rozwigzania.

144. Dobraé¢ parametry a, b € R tak, by funkcja ¢,

arctgg, x#0
g(x) = z
b, xr=0

byla cigglta na catym R.

145. Czy dla kazdej liczby rzeczywistej b < 0 mozna dobraé liczby rzeczywiste a i ¢
takie, ze funkcja f,

1+z¥*,  2<0

f@) =4 r=0
sin?(ax) >0
In(1 +22%)’

jest ciggla w calej swojej dziedzinie R ?
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146. W zaleznos$ci od parametréw o € R i n € N zbadaé ciggloéé funkcji f: R — R
danej wzorem

1
)
@—5)n (1t i@y

flz) = qa =5

1 _ a+1 -
n((z—4)*")+5 x’ —

rT—9
147. Funkcja f jest ciggla na [0, 1] i spelnia zaleznos§é
1 2
i @13+ fla+2/3)

z—0 x
Udowodnié, ze istnieje punkt z, € [0, 1] taki, ze f(zo) = 0.

148. Bez pomocy kalkulatora wyznaczyé rzeczywisty pierwiastek wielomianu 2% +
2? + 2z + 1 z doktadnos$cig co najmniej 1/16.

149. Funkcja f jest ciggla na przedziale [a, b]. Okreslamy
g(x) = sup f(t).

t€la, z]
Dowiesé, ze g jest ciggla na przedziale [a, b].
150. Funkcja f jest cigglta na (—1, 1]. Dla « € (—1, 1] okreslamy

glw) = lim f(a").

n—oo

Udowodnié, ze g jest funkcjg ciggla wtedy i tylko wtedy, gdy f(0) = f(1).
iy
limx |—| .
z—0 €T
1, zeQ;

lim ( lim (cos(n!wx)2k> = {0 r 20

151. Obliczy¢ granice

152. Wykazaé, ze

n—oo \ k—o00

5 Rachunek rézniczkowy

153. Funkcja rézniczkowalna f : R — R spelnia réwnanie f(x) = f’(z) dla kazdego
x € R. Ponadto f(0) = a. Wykazad, ze f(z) = ae”.

154. Wielomian W (z) ma n réznych pierwiastkéw rzeczywistych. Wykazaé, ze dla
dowolnej liczby o € R wielomian oW (z) + W’(z) ma co najmniej n — 1 réznych pier-
wiastkéw rzeczywistych.
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155. Czy funkcja

. { L1/l @ A0,
07

rz=20

jest w punkcie xy, = 0 ciagla? rézniczkowalna? Odpowiedzi prosze uzasadnic¢. Obliczyé
kres gorny i kres dolny f na zbiorze R.

156. Znalezé wszystkie ekstrema lokalne funkcji f : R — R danej wzorem

flz) = Vo +1Va2 —2x + 1.
157. Znalezé wszystkie ekstrema lokalne funkcji f : R — R danej wzorem
fla)= Ve —2Vz 7.
158. Znalez¢ kresy zbioru
A={"Vn2+2n+1|neN}
159. Niech f(z) = sinlnz dla z > 0. Prosze wyznaczyé:
(a) wszystkie a > 0, dla ktorych f jest jednostajnie ciggta na (0, al;
(b) wszystkie b > 0, dla ktérych f jest jednostajnie ciggta na [b, ),
(c) wszystkie ¢ > 0, dla ktérych f jest lipschitzowska na [c, 00),
(d) wszystkie d > 0, dla ktérych f jest lipschitzowska na (0, d].

160. Znalezé ekstrema i zbadaé wypuklos$é funkgeji f : (0,¢?) — R danej wzorem

—2

f(l’):m-

Czy istnieje takie n € N, ze funkcja g(x) = (f(z))" jest wypukla na przedziale (0, ¢?)?
Odpowiedz uzasadnié.

161. Niech f,(z) = {/exp(z) : [0,1] — R. Czy istnieje takie n € N, ze f,, jest wklesta
na przedziale [0, 1]? OdpowiedzZ uzasadnic.

162. Niech f : [a,b] — R bedzie ciggla, wypukla i $cisle rosnagca oraz f(a) = ci
f(b) = d. Wykazaé, ze funkcja odwrotna f~' : [c,d] — [a, b] jest wklesta.

163. Niech f : [a,b] — R bedzie funkcjg wypukla. Wiadomo, ze istnieje punkt = €
(a,b) taki, ze dla kazdego y € [a, b] zachodzi f(x) > f(y). Udowodnié, ze f jest funkcjg
statlg.
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164. Niech f,g: (a,b) — R bedg funkcjami cigglymi i wypuklymi. Wykazaé, ze funk-
cja h: (a,b) — R dana wzorem

h(z) = max{f(z),g(z)}
tez jest wypukla.

165. Niech f : [a,b] — R bedzie funkcjg wypukly i ciggla. Wykazaé, ze funkcja m :
la,b] — R dana wzorem
m(z) = max{f(y) : y € [a,z]}

tez jest wypukla.

166. Znalezé wszystkie pary liczb rzeczywistych a i b, dla ktérych funkcja

a(x + 1) + sin(bx) dlaz >0
fz) = _
cosw — 1 dla z € (—7,0)
rsinx

jest rézniczkowalna na przedziale (—m, 00).

z2+1

167. Wyznaczy¢ kresy zbioru wartosci funkeji f(z) = 7.

168. Wykazadé, ze r6wnanie
(z —V2)In(z — V2) 4 (z + V2) In(z + V2) = 2z
ma co najwyzej dwa rozwigzania w R.
169. Znalez¢ minimum objetosci stozkéw opisanych na kuli o promieniu r.
170. Sposrod wszystkich deltoidéw o obwodzie | wskazaé ten o najwiekszym polu.

171. Wéréd wszystkich tréjkgtéw o obwodzie rownym 3 znalezé trojkat o najwiek-
szym polu.

172. Obliczyé kres dolny na przedziale (0, co) funkcji
2
flx)=In(e"—1)+ - —=x.
X

173. Niech f(z) = (tgz)™* dla = € (0,%). Wykazad, ze f osigga swéj kres dolny na
przedziale (0, 5) w doktadnie jednym punkcie v € (0, §) oraz osigga swéj kres gérny
w doktadnie jednym punkcie v tego przedzialu. Obliczyé u + v.

174. Dana jest funkcja f(z) = e ?*+1(22 + 22 + 3).

(a) wyznaczy¢ przedzialy monotonicznosci f;
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(b) wskazac przedzialy, na ktorych f jest wypukta;
(c) rozstrzygnad, czy f jest jednostajnie ciggta na R.

175. Wykorzystujgc wzoér Taylora dla n = 3, wyznaczyé przyblizong wartos§é /e.
Oszacowaé blad przyblizenia.

176. Niech 5\ 3/
B (\3/5) + 3v/ a8
f(z) = P dla = > 0.
Dowiesé, ze jesli a,b,c > 0ia+b+c=3,to f(a) + f(b) + f(c) > 12.
Wskazowka. Sprawdzié, na jakich przedziatach f jest wypukla.

177. Wykazaé, ze

a+b+c+d
4

dla wszystkich a,b, ¢, d € R.

1+ exp < {(ten) - (Ler) - (1) - (1+ed)

178. Wykazaé, ze dla |z| < 1 btad przyblizenia

2?7t

~1— —+ —
cosx 2+24
L

nie przekracza —;.

179. Udowodni¢, ze dla wszystkich = > 0 spelniona jest nier6wnosé

arctgx

In(1 > )
n(l+ z) T2

180. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb dodatnich = i y zachodzi nier6wnosé

Tty
e ()"

181. Niech i: R — R bedzie funkcjg wypukly. Zalézmy, ze //(0) istnieje i jest liczbg
wiekszg od 1, a h(0) > 0. Wykazaé, ze h(z) > z dla x > 0.

182. Zbada¢ przebieg zmiennosci funkcji f(z) = (2 + x) exp(1/x).
183. Wykazad, ze dla = € (0, Z) zachodzi nieréwnosé

2In(cosz)  2?

< —=-1.

2 12

184. Wykazad, ze jeSlie < y < z, to

x¥ < y".
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185. Niech f(z) = z7'¢* dla z > 0 i niech

M(t) = sup f(x), t>0.

ze(t,t+1]
Wyznaczyé kres dolny funkcji M: (0,00) — R.
186. Obliczy¢ n-tg pochodng funkcji z"e¢~* w zerze.
187. Znalezé rozwiniecie Taylora wokot z = 2 funkcji f(x) = 2° + 2% + 22 + 1.
188. ZnalezZ¢ pigty wyraz rozwiniecia Taylora funkcji sin(tg x) wokét x = 0.
189. Wyznaczy¢ trzeci wyraz rozwiniecia Taylora wokét = = 0 funkcji

(1+2)*

1@ = G pa — 2

190. Niech

He =9 dla z — 0.

Czy f”(0) istnieje? Czy o = 0 jest punktem przegiecia f? Odpowiedzi prosze uzasad-
nic.

{ sin(1/z) - exp(—1/2?%) dlaz #0

191. Postugujac sie tylko wzorem Taylora, obliczyé In 3 —In 2 z doktadnoscig do trzech
miejsc po przecinku.

192. Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb a,b € R, dla ktérych granica
i £ (a + bcosx)sinz

x—0 [135

jest skoniczona.

193. Obliczy¢ granice
lim n%/2(arctg (vVn +1) — arctgv/n ).

n—oo

194. Obliczy¢ granice

1
_ (arc tg :E) 22
lim .
x—0 x

tgx

195. Obliczy¢ granice

e T

lim ———.
=0 tgx — @

— €

196. Obliczyé granice

5 —arctgx
lim =———a—.
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197. Obliczyé granice ciggu

198. Obliczyé granice

lim

= e(m) =)

@(x)z(l—i—;) , (x)=<r dlaz>0.
Wskazowka: wykorzystaé twierdzenie Lagrange’a o wartosci Sredniej dla funkcji
1/sin(1/z).
199. Udowodnié, ze jesli funkcja rézniczkowalna f : R — R spetnia warunek
lim f'(x) =g €R,

r—+oo

gdzie

to f jest jednostajnie ciggta na catej prostej R.

Wskazowka. Czy f spelnia warunek Lipschitza na przedziale [a, ), gdy liczba a
jest dostatecznie duza?

200. Obliczy¢ granice

1 1
lim - - — —5 .
20 \ rsinztg(rsinz) z?sin’x
201. Niech f(z) = 2 — 2cosz — « - sin(sinz) i niech a, = f(+) dla n € N. Wyznaczy¢
wszystkie wykltadniki w > 0, dla ktérych szereg > a? jest zbiezny.

202. Obliczyé¢ granice
, arcsin () — x
lim .
2—=0tg(2x) — 2In(1 + z) — 22

203. Obliczy¢ granice
2sin(1 — cos(x)) — tg2(sin(z))
im .
20 (cos(z) — 1)?

204. Obliczy¢ granice

i tg(sin(In(arc tg (exp(z) — 1) — sin(z) + 1)))
20 (arcsin (z) — sin(x))%/3

205. Obliczy¢ granice

l—siln(ac) — cos(x) — tg(z) — %arc tg?(x)
lim

20 arctg3(sinx)
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6 Zbieznos¢ jednostajna i szeregi potegowe

206. Wykazaé, ze jesli a, jest ciggiem monotonicznie zbieznym do a, za$ f : R — R
funkcjg ciggla i monotoniczna, to ciag funkcji

fulx) = [z + an)

jest zbiezny jednostajnie na kazdym przedziale [— M, M] C R.

)
n=1

207. Poda¢ przyktad ciggu funkgcji f,, : R — R takiego, ze szereg >
jednostajnie, ale szereg norm > >~ || /.|| jest rozbiezny.

fn jest zbiezny

208. Wykazaé, ze granica punktowa ciggu funkcji wypuklych jest funkcjg wypuktla.
209. Zbada¢é zbieznos¢ jednostajng szeregu
i sin(nx)
e
“~ (n+2?)In"n

210. Zbadaé zbiezno$c¢ jednostajng szeregu

= L1
;(_D VI +n

na przedziale [0, +c0).

211. Znalez¢ zbiér X C R punktéw zbieznosci szeregu funkcyjnego

o0

n
Zsin(nQLﬂ) COS(;:;Z%)( 11362) :
n=1

212. Znalezé zbiér X C R punktéw zbieznosci szeregu funkcyjnego

f: x sin <L>
— 1+ n2z2/"
Czy szereg ten jest zbiezny jednostajnie na zbiorze X? OdpowiedzZ prosze uzasadnic.

213. Niech f, : R — R bedzie ciggiem funkcyjnym, zbieznym jednostajnie na R do
funkcji f : R — R. Dla n € N ktadziemy

n(@) = exp(=(fu(@))?),  g(z) = exp(=(f())*),
ha(z) = (fa(2))*,  h(z) = (f(2))*.

Czy ciag g, zbiega jednostajnie na R do funkcji ¢? A czy ciag h,, zbiega jednostajnie
na R do funkcji h? Obie odpowiedzi prosze uzasadnié.
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214. Zbadaé, czy suma szeregu

i | cos —
n=1

jest ciggla na zbiorze (0, 7).

215. Zbadaé zbiezno$¢ jednostajng i punktowg ciggu

1 — cos (%)

T

fa(x) = n?
na zbiorach (0, +o0) i (0, a|, gdzie a > 0.

216. Zbadaé zbieznos¢ jednostajng i punktowg ciggu funkcyjnego

Fulz) = exp (x + wln_n) + cos (ﬁ)

na prostej rzeczywistej R.

217. Zbadaé zbieznos¢ jednostajng i punktowg ciggu funkcyjnego
fn(x) = n’zexp(—nz?), n=1,2...
na odcinku [0, 1].

218. Rozwazmy funkcje f(x) =
krotne skladanie funkcji f:

fula) = () = fofo...o f(a).

Zbadac¢ zbiezno$¢ jednostajng tego ciggu na zbiorze = > 0.

Definiujemy cigg funkcyjny (f,) przez wielo-

exp( 2x)

219. Wykazaé, ze funkcja

@) =2 5w

jest dobrze okreslona i klasy C! na [0, +c0).
220. Wykazaé, ze funkcja

= Z exp(—n’z)
n=1

jest dobrze okreslona i klasy C! na (0, +00).
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221. Funkcja analityczna f(z) = )"~ a,2" (szereg ma promien zbieznosci R > 0)
spelnia w przedziale (— R, R) réwnanie

i ponadto f(0) = 7. Wyznaczy¢ ag.
222, Wyznaczy¢ promienie zbieznosci nastepujgcych szeregéw potegowych:
o 271 . 37’L2 . 4713
a) Z s o = x2n3 :

n+n?+ns
n=0

b) i (3 + <_1)n2)2n :L,Zn—‘r(—l)"

n

)
n=1
)

o > (Gn+ (-1 a™,

n=1

d) Z 8"\ /na" .
n=1

223. Szereg potegowy >~ . a,z" ma skoriczony promlen zbieznosci R > 0. Prosze
wyznaczy¢ promien zbieznoSci szeregu » |~ ; a,,z"

224, Czy szereg

8

1
n(l+ (z —n)?)

n=1

jest zbiezny jednostajnie na (0, +0c)? Odpowiedz prosze uzasadnic.

225. Szereg potegowy > .a,z" ma skoriczony promieri zbieznosci R > 0. Prosze
wyznaczy¢ promien zbieznoSci szeregu )~ , 3"a,z" n?

226. Rozwingé w szereg Taylora—Maclaurina funkcje f(z) = sin(z?) - cos(2?).
227. Rozwingé szereg Taylora—Maclaurina funkcje

f(z) =sinz - cosx - arctg z°.
Obliczyé promien zbieznosci tego szeregu.

228. Zbadaé zbieznos¢ jednostajna i niemal jednostajng szeregu >~ | f,(z) na prze-
dziale (0,1), gdzie

3=

dlaz < =,

S|

fn(x> =
0 dlazxz >

S |-
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229. Wykazaé, ze funkcja

spelnia tozsamosé

of(z) = —— +In(l—z), a€(-1,1).

1—x
£ 1
Wskazowka. n/(n+1)=1- 5.

230. Czy suma szeregu

N
=
I
7 N
Sy
|
~
—_
+
3|
N—~7"
=3
/N
—_
+
SIS
N—
N———

n=1

jest funkcja dobrze okreslong i r6zniczkowalng na (0, +00)? Odpowiedzi prosze uza-
sadnic.

231. Udowodnié, ze funkcja f(z) = > °° |sinz|V" jest ciagla na (—1,1). Zbadaé jej
rézniczkowalnosé na tym przedziale.

232. Zalézmy, ze >~ | |a,| < co. Zbada¢ cigglosé i rézniczkowalnosé funkeji

o0

f(z) :Zanarctgnx, z € R.

n=1

233. Zbadaé cigglosé i rozniczkowalnosé funkcji

f(x)zi%(arctgnx—g), x> 0.

234. Wykazaé, ze funkcja

n

> x
23”n2’ —3< <3,

n=1

jest rézniczkowalna i wyrazié jej pochodng jawnym, prostym wzorem.

235. Obliczy¢ sume szeregu 1/2 —1/5+1/8 = 1/11 4 ---.
Wskazéwka. Rozwazy¢ funkcje F'(z) = 22/2 — 2°/5+ - - .

236. Zal6zmy, ze f € C([0,00)) nie jest funkcjg stalg. Udowodnié, ze rodzina f,(t) :=
f(nt), n € N, nie jest réwnociggla na [0, 1].
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237. Udowodnié, ze
z?arctg/nx
ﬁ@ii e

1+ 222 12°

238. Dla z € Rin € N polézmy f,(x) := 2? + n~'sinnz. Udowodnié, ze cigg f, jest
zbiezny jednostajnie na calej prostej R, ale nie jest rodzing réwnociggla na R, tzn. nie
jest prawda, ze dla kazdego ¢ > O istnieje 6 > 0 takie, ze nier6wnosé |f,,(z) — f.(y)| < €
zachodzi dla wszystkich n € N i wszystkich 2,y € R, |z — y| < 4.

239 (z gwiazdka, tylko dla zainteresowanych). Funkcja f : R — R jest klasy C!
i okresowa z okresem 7' = 1. Ponadto f(0) = 01i|f’| < 1 na calej prostej R. Dlan € N
kladziemy

fu(z) = % oraz F(z) = ni;o fn(2)

1. Niech k,n € N, 6 € (0,1). Potézmy = = £ oraz y = = + 52~. Wykazaé, ze istnieje
stala C}, niezalezna od k,n i 0, taka ze

F(x) - F(y)| < G272,

2. Wywnioskowaé z poprzedniego punktu, ze I’ spelnia warunek Héldera z wy-
ktadnikiem %, tzn. istnieje taka stala O, ze

|F(z) — F(y)| < Cylz — y|*? dla wszystkich z,y € R.

3. Zbadaé rézniczkowalnosé F.

240. Sume szeregu potegowego

[e.e] n

T
;471—1—3

przedstawi¢ wyraznym, konkretnym wzorem jako funkcje zmiennej z. Na jakim prze-
dziale stuszny jest otrzymany wzoér?

7 Rachunek calkowy

241. Rozlozyé na utamki proste funkcje wymierng

34+ 422 — 22+ 6
xt— 203 + 322 —4x 4+ 2

fz) =

242. Obliczy¢ catke nieoznaczong
/(2$3 + ) (arctg x)” da.

30



243. Obliczy¢ catke nieoznaczong
/ exp(2x) cos®(z) du.
244. Obliczy¢ calke nieoznaczong

cos T
—dx
sinx — cosx

245. Obliczy¢ calke nieoznaczong

/ sin’z - ctg x J
x
(1 + sin®r) cos? &

246. Znalez¢ funkcje pierwotng funkeji f(z) = 22v4 — 22.

247. Funkcja f(r) dana jest wzorem

Obliczyé f'(z).
248. Znalezc¢ kres dolny i gérny funkcji

F(x):/ow 5t + 3

t3 — Tt2 + 16t — 12

na przedziale [—1, 1].

249. Obliczyé¢ granice .
. I35 Vg da
im .
20 fotgm Vsinz dx

250. Obliczy¢ granice
L K\ k
3oy () e

251. Obliczy¢ granice

= V202 4 kn — k2
9P -

n2

252. Obliczy¢ granice

lim ni/(n + 1)t (n42)m+2 . L (2n)2”‘

n—00 nn+1nn+2 C n2n
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253. Obliczy¢ granice
5

R n
JEEOI; (n2 + k2)3

254. Skonstruowaé przyklad ciggu funkcji cigglych f,, : [0, 1] — R takiego, ze lim,, . fn(2) =
0 dla kazdego z € [0, 1], ale

255. Wykazaé, ze

nalezy do przedziatu [2¢71/4, 2¢2].

256. Wykazaé, ze dlan = 3,4, 5, ... prawdziwa jest rownosé

w/2 n—1 w/2
/ cos" xdr = / cos" 2 x dux.
0 nJo

257. Niech f bedzie funkcjg dodatnig, ciggly i rosnacg na przedziale [a,b] i niech
a = f(a),b = f(b). Wykazadé, ze

b b
/ f(x)dz + fy)dy = bt — ad,
gdzie f~! oznacza funkcje odwrotng do f.

Wskazowka: Wykorzystaé¢ geometryczng interpretacje catek.

258. Niech f : [0, +00) — R bedzie funkcjg ciggla o wartosciach dodatnich. Wykazaé,
ze dla kazdego = > 0 prawdziwa jest nieré6wnos¢

/Othf(t)dt-/:f(t)dtZ (/:tf(t)dt>2.

Wskazoéowka: zrézniczkowaé badane wyrazenie wzgledem .

259. Niech f, : R — R bedzie funkcjg cigglg okresowg, o okresie 7" = 1 i calce ozna-
czonej fol fo(z) dr = 1. Dla n € N definiujemy

fulr) = 2Oy 23 fw)

on
oraz F(z) = /Ow f(t) dt.

Wykazad, ze szereg f(z) = >~ f.(z) jest zbiezny jednostajnie na calej prostej R i
F(l’) = 220:1 fom fn(t) dt

32



260. Obliczy¢ granice

. F(z)
lim ,
T—00 T

gdzie F jest funkcjg z poprzedniego zadania.

261. Funkgcja f, ciggla i nieujemna na przedziale [a,b], ma na tym przedziale kres

gorny M. Dowiesé, ze cigg
b 1/n
< / flz)" dm)

262. Obliczyé catke funkcji f(r) = xexp(—+/r) po maksymalnym przedziale pélosi
dodatniej, na ktérym ta funkcja jest wklesta.

ma granice rowng M.

263. Wyznaczy¢ liczbe dodatnig z, dla ktérej wartosé catki

N
/ in (2t /(¢ +2)) dt

jest najwieksza.

264. Wykazad, ze jesli funkcja f jest ciagla na przedziale [q, D], to

o ) (/ xf(y)dy)n_l ([ bf(m)dw>n

dla kazdej liczby naturalnej n.

265. Punkt A znajduje sie w srodku uktadu wspétrzednych w R2. Prosta ¢ przechodzi
przez A. W chwili t; = 0 punkt A zaczyna sie porusza¢ po prostej ¢ ze stalg predko-
Scig 1 m/s, a jednocze$nie prosta ¢ zaczyna sie obracac ze stalg predkoscig katowa 1
radiana na sekunde. Obliczy¢ dtugosé krzywej, jakg punkt A zakresli, poruszajac sie
odtg=0dot; =1s.

266. Zbadac¢ zbieznos¢ calki niewlasciwe;j
/ g ( sin ZL‘) ¢
—————<dx,
0o Tt + (ﬂ' — IL‘)

267. Zbadac¢ zbieznos¢ calki niewlasciwe;j

> 2% . |sinz|
—d
/0 exp(z?) — 1 v

gdzie (wariant 1) a,b > 0, (wariant 2, trudniejszy) a,b € R.

gdzie a,b,c € R.
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268. Niech f € C((0,1]) bedzie taka, ze fol |f(x)| dx jest zbiezna. Niech « € (0,1)
bedzie dowolng liczbg. Wykazadé, ze

. 1
lim T
r—0+t i

| 1@z =o.

0

Wskazowka: Zastosowac nieré6wnos$¢ Holdera z wyktadnikiem p = 1/a.
269. Niech « € (0, 1). Obliczy¢ granice

1

im
r—0t+ 7| Inr|®

/ | In 2|* exp(—2?) dx .
0

Poszczegoélne kroki w obliczeniach prosze starannie uzasadnié.

Wskazowka: Mozna zastosowaé nieréwnos$¢ Holdera z wykltadnikiem p = 1/, a na-
stepnie sprébowaé wykorzysta¢ twierdzenie o 3 funkcjach i monotonicznosé loga-
rytmu.

270. Niech f € C'(R) i niech M > 0. Udowodnié, ze cigg funkcyjny

jest zbiezny do f jednostajnie na [— M, M].

271. Zalézmy, ze [ : [0,27] — R spelnia warunek Lipschitza. Wykazaé, ze istnieje
stata C' > 0 taka, ze dla kazdego k = 1,2,... jest

/ ' f(z)sin(kzx) dz < %
0

34



	Liczby rzeczywiste. Kresy zbiorów. Indukcja.
	Ciagi i granice.
	Szeregi liczbowe i okolice
	Granica i ciagłosc funkcji
	Rachunek rózniczkowy
	Zbieznosc jednostajna i szeregi potegowe
	Rachunek całkowy

