Dodatek 2.A Analiza matematyczna

2.A.1 Rézniczkowanie funkcji skalarnej wzgledem wektora zmiennych

Rézniczkujemy funkcje skalarng wielu zmiennych f () = f (z1,...,xx) wzgle-
I
dem wektora kolumnowego x = .| . Zuzyskanych pochodnych tworzymy wek-
TK
tor pochodnych:
of
of (@) _ | 7
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Taki wektor pochodnych nazywamy w analizie matematycznej gradientem i czgsto
oznaczmy jako G(zx). Liczac pochodng wzgledem wektora wierszowego x’ uzysku-
jemy wektor wierszowy zlozony z tych samych pochodnych:
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ox' ox1 Oxn
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Pochodna iloczynu wektora wierszowego w'’ i wektora kolumnowego :

O(wizi+...+wnxn)
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2.A.2 Rézniczkowanie funkcji wektorowej wzgledem wektora zmiennych

Wektor f(,,, 1) jest wielowymiarowa funkcja wielu zmiennych:

f1 (.Tl,...,iﬁn)
f(x) = :

Im (3:1,'. ey Tp)

Pochodna takiej funkcji ma posta¢ macierzy:

of1 Oh ... 9h
o' 925 L (mxn) Ofim Ofim O fum
ox’ D1 Oz

Mozliwe jest takze r6zniczkowanie funkcji w postaci wektora wierszowego wzgledem
wektora kolumnowego zmiennych:
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Zauwazmy, ze relacja migdzy pochodng f (x) wzglgdem wektora wierszowego x’ i
pochodna f’ (x), policzona wzgledem wektora kolumnowego  jest nastgpujaca:

of (x)  [0f; (x) _(of (@)Y
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Macierz drugich pochodnych funkcji skalarnej powstaje jako pochodna funkcji
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wektorowej (gradientu):

of (x)
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Macierz drugich pochodnych nazywamy takze Hessianem H (x). Poniewaz:

Pf(x) _f (=)
al‘ial‘j - 81‘]'6:131'7

wigc Hessian jest macierza symetryczna.

PRZYKEAD 2.12 Pochodna funcji liniowej wielu zmiennych

Policzmy pochodng funkcji f () = Ax. Macierz A mozemy zapisaé jako A =

/
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wix
gdzie w/, jest i-tym wierszem macierzy A. Z kolei f (x) =Ax = : . Pochodna:
w x
2 w)
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2.A.3 Rézniczkowanie iloczynu skalarnego funkcji wektorowych wzgle-

dem wektora zmiennych

W przypadku liczenia pochodnych funkcji wektorowych obowiazuja podobne za-
sady, jak w przypadku liczenia zwyklych pochodnych. Rozwazmy przyktad iloczynu

skalarnego funkcji g () i f (x):

hz)=g (@) f (@)= g (@) fi(x).
i=1

Pochodna h () wzglgdem x jest réwna:

Oh(x) Y gi(x) fi(x)
on(z) | | o
Oz oh(x) OX | gi(@) fi()

Oxn Oxn
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Stosujac znany wzér na pochodna iloczynu uzyskujemy:

Ogi () fi () _ Dgi ()

oxy, oxy,

oxy,

~—

fi (@) + gi (x)
Wstawiajac ten wynik do poprzedniego wzoru:

> azéf”fm S, g, (a)

Y, 2a® g () + z:%%‘;n gi (x)

Z definicji iloczynu wektoréw:

= 9gi () _0g (x)
; Dy fi(z Dy f(z),
> ) ) = g (),
=1
a wiec
g’ (x) ) (=)
oh(z) | ™ Js . 9@ G of (z)
oxr : - Oz f(x)+ ox g(@).
W) £ (@) + of (a) 2

Mozemy teraz sformutowaé nastgpujace twierdzenie, analogiczne do standardo-
wego twierdzenia o pochodnej iloczynu:

TWIERDZENIE 2.13 Dla m-wymiarowych rozniczkowalnych wektorowych funkcji wielu
zmiennych g (x) i f (x) oraz funkcji skalarnej h (x) = g’ () f (x):

oh(2) _ dg () of ()
ox ox ox

f(z)+ g (x) (2.A.3)

PRZYKEAD 2.14 Pochodna formy kwadratowej
Formy kwadratowa mozna zapisa¢ jako funkcje¢ wielu zmiennych postaci:

h(x) =z Azx.

Przyjmijmy, ze g (x) = x a f (x) = Ax. Korzystajac z wczesniej wyprowadzonego twier-
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2.B. ALGEBRA MACIERZY

dzenia:
of (x) 0x'Ax  0x' (Ax) Ox' A 8:1:’A' .
or oz oz 0z LET o X
g"( f(=z) af",(m) g(x)
Oz

dx

A
= Az +(8 ‘f) c=Ac+Az=(A+A)
ox
= 2Ax. Policzymy teraz Hessian dla h (x)

oz’ Ax
ox

W przypadku, kledy A jest symetryczne
Korzystajac z wezesniej wyprowadzonych wzoréw uzyskujemy

of (x)
erw _0(%7) _o@ara)e
dxdx’  0x’ ox’ N ’
Dla symetrycznej macierzy A, Hessian ten bedzie rowny
2
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