Praca domowa #1 z SAD — przyktadowe rozwigzania

Zadanie 1:
Obserwujemy dwie niezalezne préby losowe (X1, ..., Xy), (Y1,...,Yn). Wiadomo, ze X; ~ N(2u, 1) oraz
Y ~ N(u,1).

e Wyznaczy¢ Metoda Najwiekszej Wiarogodnosci estymator parametru u (korzystajac z obydwu préb).
Czy otrzymany estymator jest nieobcigzony?

e Wyznaczy¢ ryzyko ($redni btad kwadratowy — MSE) uzyskanego estymatora.

Rozwigzanie: Gestos¢ zmiennej losowej X ma postac \/% . exp(—%(m —2u)?), a gestos¢ zmiennej Y:
5= exp(—3(y — 1)?).
Zapiszmy funkcje wiarogodnosci:
1 n+m 1 n 1 m
L(T1, o Ty Yty -y Y 1) = (@) exp ( -5 Z;(%‘ - 2#)2> exp < - 2;(% - u)2>
1= 1=

Znajdzmy pu, dla ktérego otrzymane wyniki sa najbardziej prawdopodobne. Funkcja L przyjmuje maksimum
w tym samym punkcie co In(L) =: [.

n m

In(2m) — 2 3" - 2 — 5 > (w1~ )

i=1 i=1

n-—+m

HX1yeo Ty Yty e ey Ymy ) = —

Policzmy pochodna [ po p i znajdzmy u, dla ktérego sie ona zeruje.

ol 1 1 &
a(ﬂfl, e Ty YLy Yy ) = —52 (2(zi —21) - (=2)) = 3 > Qui—w-(-1) =
i=1 i=1
n m n m
=D 2w —20) + D0 (5 —p) = Do2m+ Yy —p (dn+m)
=1 =1 =1 =1
Zatem:
ol ( ) =0 < ! ZR:Q + i
a,u 1, y Lny Y1, s Ym, L w An+m s 7 e Yi
Dostajemy wiec wzdr estymatora parametru pi:
1 n m
(2 ) =
=1 =1
Czy | ma maksimum w i (czyli czy i = M LE(u))? Tak, bo:
02l . N
aT(xl, ey Ty YLy ey Ymy ) = —(4n + m) < 0 dla kazdego u, w tym dla fi.
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Czy jest on nieobciazony? Tak, bo:

. 2n - 2u+m-pu An+m
E X Y p—y prm— .
(A) = 4n+m ( Z +Z > dn+m dnt+m! = H

Wyznaczmy ryzyko estymatora fi.

MSE() =E<(4nim<i2xi+fm—u)2) -
:E( ) (sz +ZY>2 4n+m<Z2X +ZY> +u )

=1

2M n m m 2
=’ — E 2X; Y; 71574 X; 4y X; Yi Y; =
X, Y niezalezne =

E(X;Y;) = E(X3)E(Y)) Vi

podobnie dla i # j

E(X;X;) = BE(X;)E(X;)

_ u2_2u2(4n +m) 4 2u2nm+4- (2p)*n(n — 1) + p?m(m — L1 (4E<ZX2> +E<Zy2)> B

dn+m (4n 4+ m)? (4n 4+ m)? (4n + m)?

B 2<1 8n + 2m 8nm 16n2—16n—|—m2—m> 1
- (

tm  Gntm)? ' (4 mp An + m)? <4n(VW(X)+(2“)2)+m(var(y)+u2)> -

_2(1 8n—|—2m+16n2—16n+8nm+m2—m+16n+m dn+m
s dn+m (4n 4+ m)? (4n + m)?

_ 21 8n+2m  (4n+m)? dn+m 1
K dn+m  (4n+m)? (4n+m)2  4n+m



Zadanie 2:

Niech (X1,...,X,) beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o takim samym rozkfadzie o gestosci postaci:
f)\(a:)—mxe Y, >0,A>0

e Wyznacz estymator Metoda Najwiekszej Wiarogodnosci nieznanego parametru A. Wiedzac, ze wartos¢
oczekiwana wynosi EX; = 4, sprawdz, czy otrzymany estymator jest estymatorem nieobcigzonym.

e Wyznacz ryzyko ($redni btad kwadratowy, MSE) dla otrzymanego estymatora. Czy otrzymany esty-
mator jest zgodny? (Obserwacja: dla estymatoréw zgodnych lim,,_,oo MSE(6) — 0)

Rozwiazanie:

Wyznaczenie postaci estymatora MNW:

n n

1 _X% 1 g s X;

L(J}l,...,.’I)n,)\) :Hwae A= (W)nHXerizl A
i=1 i=1

(L) = —n1n(6) — 4nln(A) + 3 zn: In(X;) + % zn: X,
=1 =1

OlnlL 4n 1 —
o w !

_ 21 Xi

AMLE = i

Formalnie powinnismy sprawdzi¢, czy znalezione rozwigzanie to faktycznie maksimum.

Sprawdzamy, czy estymator nieobcigzony:

1 < 1
=1

Wartosé¢ oczekiwana estymatora jest réwna szacowanemu parametrowi, czyli estymator jest nieobcigzony.

Ryzyko R = MSE(X) = b(A\)? + Var(\) = 0 + Var(})

1

T6n (EX7 — (EX;)?)

S o Xi 1 - 1
V. = = X;) = —Var(X;) =
ar( =7, ) 16n2var(; ) = Ton Var(X)

Potrzebujemy EX?. Wyznaczamy ze wzoru:

o q . 1 /> 1 " 120A2
EXZ? = / :1:2—4$3e_id:1: = / —41‘56_de = = 20)\?
=0 6A 6 z=0 A 6

Wiemy, ze (EX;)? = 4). Ostatecznie: Var(X;) = 20\? — 16)\? = 4)\?

Ryzko wynosi R = ﬁél/\2 = i‘—;. Estymator jest zgodny, poniewaz lim,, o, R — 0



Zadanie 3:

Mamy szescio$cienng kostke do gry, przy czym nie znamy prawdopodobienistwa wypadniecia 6, oznaczo-
nego przez p. W celu oszacowania p rzucamy kostka dopdki nie wypadnie 6 i przez Y oznaczamy liczbe
wykonanych rzutéw. Jednak jesli w pierwszych k rzutach nie wypadta 6 to przerywamy eksperyment i
Y=Fk+1

e Na podstawie n niezalezych powtérzen powyzszego eksperymenty wyznacz estymator Metoda Naj-
wiekszej Wiarogodnosci parametru p.

e Sprawdz, czy podany estymator jest estymatorem nieobcigzonym

e Wyznacz ryzyko (Sredni btad kwadratowy, MSE) dla otrzymanego estymatora. Czy otrzymany esty-
mator jest zgodny? (Obserwacja: dla estymatoréw zgodnych lim,,_,oo M.SE(0) — 0)

Rozwigzanie: W dalszej czesci zadania bede uzywat, ze p € (0, 1), tzn kiedy pisze nieréwnos¢ na p mam
na mysli w dziedzinie okreslonosci.
Z tresci zadania wiemy ze Y ma nastepujacy rozkfad:
P(Y =5)=p(1—-p)*tdlase{l,..k}
P(Y=k+1)=1-30,p(1-p)' = (1-pF
Stad nasza funkcja wiarygodnosci ma postac:
L(Y1,...Yn,p)=P(Y1 =vy1,.... Y, = yn) = (z niezaleznosci) = P(Y1 = y1) * ... x P(Y,, = yp) = A.
Nasze zmienne losowe maja wyszczegélnione prawdopodobienstwo dla k + 1, stad zatézmy, ze ten wynik
uzyskalismy w (BSO 0 < w < n) "w” ostatnich prébach. Wiedzac to podstawiamy i otrzymujemy:
A=p(l—p) sk p(l—p)nemx (1 —p)*)v.
Niech G(p) = Ln(L(Y1,...,Yn,p)). Oczywiscie, poniewaz logarytm jest funkcja $cisle rosnaca to G(p)
przyjmuje maksimum w py <= funkcja L(Y1,..., Yy, p) przyjmuje maksimum w py.
Podstawiajac do definicji funkcji G dane otrzymujemy:
G(P) = (n—w)in(p) + (375" (yi — 1)In(1 = p) + (kw)in(1 - p).
Teraz liczymy pochodna funkgji G.
oG _ n—w __ o (yi— 1) +Hkw

o P 1-p : o » :
Chcemy policzy¢ maksimum stad z lematu Fermata pochodna, (o ile funkcja jest rézniczkowalna jak w
naszym przypadku), zeruje sie w punkcie przyjmowania maksimum. Po przyréwnaniu do O dostajemy:
=0 = p= &t

p kw3771 (vs)
Pozostaje sprawdzi¢ czy jest to maksimum. Zauwazmy, ze:
G >0 = <

oG — _on—w
op <0 p= kw4327 (ys)

Czyli pochodna zmienia znak z czego wnioskujemy ze punkt p =

n—w
kw4375 (i)
wyliczone p jest doktadnie szukanym parametrem najwiekszej wiarygodnosci.

jest maksimum. Stad nasze



Zadanie 4:
Niech X1, ..., X, bedzie préba prosta z rozktadu Poissona o intensywnosci 6

Qw

— 7679
x!
e Znajdz 6 estymator Metodg Najwiekszej Wiarogodnosci parametru 6.
e Oblicz obcigzenie oraz wariancje estymatora 6, uzyskanego w poprzednim podpunkcie.
e Jak duze powinno by¢ n, zeby btad sredniokwadratowy dla 6 = 1 byt mniejszy niz 0,01, gdzie

MSE(0) = Egl(6 - 0)?).

Rozwiazanie:

Zmiennne losowe X7, ..., X, s3 niezalezne bo pochodza z préby prostej, wiec

DX, gnia N
—‘6_ = n—'e

- X;! [T, Xi!

—bn

L(Xy, .., X, 0) = [ [ P(Xi16) =
=1 7

log(L(Xq, ..., X,,,0)) = log(0 ZX —Qn—Zlog

Teraz jeszcze pochodna dla zna|e2|en|a ekstremum:

(X1, X, 0) S0 X,

9 ~T Y
o f = Zz:l X7' — Y
n
Czy to maksimum?
PUX, o X 0) _ FL X _
06° P
Wiec =X

Zmiennne losowe X7, ..., X,, maja rozktad Poissona z parametrem 6 wiec E(X;) =6 i Var(X;) =60
dla kazdego i

. SrXa 1 &
Ef) =E(=—=——)=—-E X, E(X;) = —nE(X 0
(0 =B = (R X) = Z LAE(X,) =
Czyli estymator 6 jest nieobciazony, wiec jego obcigzenie wynosi 0.

Var(0) = Var(zz—1 = —Var ZX = %nVar(Xl) = —
n

n

E[(6 — )] = E[0? — 200 + 6% = E[6°] — 2E[00] + E[0?] =

= E[1] - 2E[0] + Var[d) + (E[A])* =1 — 2 + % +12 = % —

<0.01 & n>100

S|



Zadanie 5:
Niech X1, ..., X,, bedzie proba prosta z rozktadu Pareto o parametrach a > 0,6 > 0 o gestosci fp, =

ba® L 1(z > a)

e Znajdz 6 oraz G estymatory Metoda Najwiekszej Wiarogodnosci parametréw 6 oraz a.
e Sprawdz, czy znalezione estymatory s3 nieobciazone.

e Wyznacz ryzyko ($redni btad kwadratowy, MSE) dla jednego z estymatoréw.

Rozwigzanie: Wyznaczamy najpierw funkcje wiarygodnosci (standardowo jako iloczyn gestosci):

=0
L(a,Q;Xl,...,Xn):HXZLHl{X >a} =0"a ”9H< 9+1>1{m1nX>a}

. 1<i<n
=1

Dla wygody przechodzimy do logarytmicznej funkcji wiarygodnosci:
I(a,0;X1,...,X,) =InL(a,0; X1,...,X,) =In <9” "91_[ 9+1>
=nlnfd+nflna— (0 +1) ZlnXi, x> a
i=1
Zauwazmy, ze jedynym sktadnikiem zaleznym od a jest nflna; logarytm jest funkcja scisle rosnacay -
wiec zwiekszanie parametru a bedzie zwiekszato funkcje wiarygodnosci. Zatem estymatorem najwickszej
wiarygodnosci dla parametru a bedzie najwieksza warto$¢ a, jaka moze przyjac¢ ten parametr. Poniewaz

mamy Xi,..., X, € (a,+00), to najwieksza dopuszczalng wartoscig a bedzie min;<;<, X;. Wobec tego
estymatorem najwickszej wiarygodnosci dla parametru a jest

Estymator parametru 6 wyznaczymy bardziej standardowo, rézniczkujac logarytmiczna funkcje wiarygodno-
Sci. Mamy

0 0 -
&gl(a 0; X1,...,X,) = 5 (nln9+n91na— (9+1);lnXi>

n
= % +nlna — ;lnXi.

Przyréwnujac obliczona pochodng do zera, otrzymujemy

ﬁl(a,H;Xl,...,Xn) =0

00
D nl " X —
0+nna—z;nXi—O
9(n1naZlnXi)+n:O
i=1
n

0= .
> InX; —nlna

Druga pochodna to

0? 0 [n - n
— 1 X, Xp) == | = Ina — InX; | =-— .
80281<a707 1, ) n) ae <6 +nlna Z n Z) 92 < O

i=1



Druga pochodna jest, szczesliwie, ujemna (n,6 > 0); zatem rzeczywiscie estymatorem najwiekszej wiary-
godnosci dla parametru 6 bedzie (pamietajac, ze wyznaczylismy juz MLE dla a):
n n

0= = :
dieInX; —nlna ln%

Sprawdzimy teraz, czy otrzymane estymatory s3 obcigzone. Polecenie nie nakazuje wyznacza¢ obciazenia,
wiec dla @ podamy argument dowodzacy tylko, ze Bias(a,a) # 0, czyli a jest obciazony. Zauwazmy, ze
X1,...,X, > a dla dowolnego n (tak jest zdefiniowany w poleceniu rozktad Pareto), wiec dla kazdego
skofczonego rozmiaru proby n mamy
a= min X; > a
1<i<n
(tj. estymator przeszacowuje a), zatem dla skonczonych n jest Bias(a,a) = E[é] — 60 # 0 (estymator
bedzie nieobciazony asymptotycznie).

Dla 6 juz standardowo policzymy obciazenie. Zauwazmy najpierw, ze

n 1
E[f] =& [Zlnx] - [ZlnX] |

Przypomnijmy, ze dystrybuanta rozktadu (a, #) zadana jest wzorem (zaktadam, ze mozna z tego typu rzeczy

korzystac):
a\?
Flt)=1— (;) .
Zatem
Xz‘ Xz a 0
P(ln " _t> P( L S exp (t)) P(X; <aexp(t)) =1 <aexp(t)> 1 —exp —0t

Rozpoznajemy dystrybuante rozktadu wyktadniczego Exp(f) (o wartosci oczekiwanej %) Stosujac fakt z RP
Il stwierdzajacy, ze suma n niezaleznych zmiennych o rozktadzie Exp (A\) ma rozktad (n,\), stwierdzamy,

g In— ~ (n,0
i=1 " 0

ze

gdzie gestos¢ rozktadu (n,0) to

en
flx) = () 2" Lexp (—0z), = > 0.
Szukamy zatem E[a] = E[%], gdzie T' ~ (n,0). Najpierw rachunkowo przekonujemy sie (po drodze
korzystajac z wtasnosci wartosci oczekiwanej rozktadu ciagtego o znanej gestosci oraz z zaleznosci miedzy
funkcja I" a silnig), ze

L, [>1 o 4 I B _
E[T]—/O . F(n)x exp ( Gx)dx—/o I‘(n)x exp (—f0z)dr =

e’} Hn _ 0 o) 9n—1 _—
= mm exp (—f0z)dr = o1, 2" “exp (—b0zx)dr =
O .
0

e 0 0
= /0 fin—1,0)(z) dv = 1=

n—1 n—1 n—1

przy czym ostatnia catka jest réwna 1, poniewaz okazuje sie by¢ catka z gestosci rozktadu (n — 1,0) po
catym nosniku.

Wobec tego mozemy wreszcie obliczy¢




Widzimy wiec, ze estymator 0 jest obcigzony, konkretnie

A . 1
Bias(0,0) =E[f] —0= —" 09— 0= 0

n—1 n—1

(ponownie: asymptotycznie dla n — oo dostaniemy réwnos¢).

Pozostaje wyznaczy¢ btad éredniokwadratowy dla . Ogélnie mamy
MSE(&) = E[(0 — )] = Var(d) + E[d — 0" = Var(d) + (Bias(d,0))?,

przy czym (zgodnie ze wcze$niejszymi rozwazaniami)
Var() = Var<ﬁ> = n?Var 1
B T) T)'

gdzie T ~ (n, ). MoglibySmy w tym miejscu zacza¢ znéw z uporem catkowac (daje sie to policzy¢), ale lepiej
przypomnie¢ sobie (RP Il), ze ﬁ ma tzw. odwrotny rozktad gamma ~!(n, 6) o znanych, stablicowanych

parametrach, w szczegélnosci o wariancji # n > 2. Stad wyliczamy

n—2)'

AN 1y (n@)2
Var(6) = nQVar(T) BCES TR

ostatecznie

(n)? 2 _ pn=1)(n+2)
- o2 (-2

MSE(f) = Var(d) + (Bias(6,0))? =



Zadanie 6:
Niech X7, ..., X,, bedzie préba prosta z rozktadu Log-normalnego o parametrach p, 0% > 0, o gestosci

1 In(z) — p)?
— eXp(_( (2)02 1)

fu,az = )

e Znajdz 1,62 Estymatory Najwiekszej Wiarogodnosci parametréw fi, o2,
e Oblicz obcigzenie oraz wariancje estymatora i uzyskanego w poprzednim podpunkcie,

e Jak duze powinno by¢ n, zeby btad Sredniokwadratowy dla 1 = 0, MSE(0), byt mniejszy niz 0.01,
gdzie MSE(n) = Eg(p — f1)*.

Rozwigzanie: Liczymy funkcje wiarygodnosci

n n 2 n
1 (Inz; — p)? 1 Yo (nz; —p) 1
Lp,o%) = exp(— = exp(—== —
() = [T o= 25510 = o e I
Policzmy jej logarytm

n n

(na; — p)? = In(z;)

i=1 i=1

1

In L(p, 0%) = —nln(v270) 5,7
o

Policzmy pochodng po p i przyréwnajmy do zera

1 & i Yoy In(z)
In Ly = EZm(mi)—;n:o:u:Zi

i=1
Druga pochodna

n
-— <0
o2

zatem

Z?:l In(z;)

n .

=

Teraz policzmy pochodna po o i przyréwnajmy j3 do zera

Z?:l (ln T — M)Q
n

n 1 —
lnLJ:—g—i—;Z(lnxi—u)z:Oéa?:

=1

Korzystajac z tego, ze E(Inxz;) = u oraz Var(Inz;) = no?, policzmy obciazenie i wariancje estymatora fi

b(2) =E() — p = > i Eriln(xz)) o % =
" 1n z; n 2
V(LT([L) = Var(Zi_lnl()) — % ZV(LT‘(]H(%)) _ %no_Q _ z
=1
MSE dla p =10

MSE(j) = Var(i) — b(f) = o _ Zit@) oo




Zadanie 7:
Niech X7, ..., X,, bedzie préba prosta z rozktadu normalnego o parametrach p, 0% > 0.

e Znajdz ji, 5% Estymatory Najwiekszej Wiarogodnosci parametréw fi, o2,

e Oblicz obcigzenie oraz wariancje estymatora i uzyskanego w poprzednim podpunkcie,

e Jak duze powinno by¢ n, zeby bfad $redniokwadratowy dla = 0, MSE(0), byt mniejszy niz 0.01,
gdzie MSE(u) = Ep(pn — 1)*.

Rozwiazanie:

(a) Kazda z obserwacji pochodzi z rozktadu normalnego o parametrach p oraz 02 > 0. Jest to rozktad
ciagly wiec opisywany jest funkcja gestosci. Ma ona postac:

1 G.Ip(* (X — :u)2
o-\21 202

(b) Funkcja wiarogodnosci. Przemnazamy wartosci prawdopodobienstw dla kazdej obserwacji z préby:

flz) =

)

1 X 1 (Xa — p)? 1 (Xn — p)?
exp(— . exp(— exp(———— 2
o -2 i 202 ) o -2 o 202 ) o -2 P 202 )

L(X17 X27 ceey X’rlvp) =

1 - X, — p)?
= g Mot

(c) Zlogarytmowanie funkcji wiarogodnosci i obliczenie pochodnych czastkowych po parametrach:

n 1< 9
(X1,X2,....; Xp,p) =InL=—nlno — §ln27r - W(Z;(Xi — )%

ol 1 &
o 202 > (2p—2X;)
i=1

ol 1 — 9 n
902~ 21 2K ) 50
=1
bo
) 1
1 _
ox ny 2

(d) Przyréwnanie pochodnych czastkowych do zera (zaktadamy p € (0,1) bo oba parametry rozktadu
normalnego s3 >0) :

ol =
aﬂ:o«:;(m—zxi):o
wiec .
p= % )X
=1



wiec

(e) Sprawdzenie, czy faktycznie uzyskalismy maksimum w punkcie (, ;5) W tym przypadku jest to oczy-
wiste, bo badana funkcja logarytmu funkcji wiarogodnosci jest wklesla, a wiec znalezione ekstremum
to maksimum.

(f) Obliczenie obciazenia estymatora 1
Najpierw liczymy E'[ji]
_ 1 «— 1 & 1< 1
Eln] = E[ﬁ . ZXi] = 5E[ZX2‘] = ;ZE[XJ = =g
i=1 i=1 i=1

bo wartoscig oczekiwang sredniej dla rozktadu normalnego jest parametru p stad obcigzenie estymatora 1
to:

_ 1 <
b(ﬂ):,u_;'in:O
=1

Stad (1) to estymator nieobciazony.

Obliczenie wariancji estymatora ji

DA = D3 X = LAY X = e = T

Oszacowanie btedu $redniokwadratowego:

Btad sredniokwadratowy estymatora mozna obliczyé jako sume wariancji estymatora i jego obcigzenia pod-
niesionego do kwadratu. W tym przypadku bedzie on wynosit zatem

2 2
MSE(f) = % +0% = %

P 2
wéwczas MSE < 0.01 wtw, gdy n > o1

11



Zadanie 8:
Liczba wypadkéw samochodowych zgtoszonych do towarzystwa ubezpieczeniowego w k-tym miesigcu jest
zmienng losowa W, o rozktadzie Poissona z parametrem Azj , gdzie 2y jest liczba samochodéw zgtoszonych
do ubezpieczenia w tym miesigcu, zas A jest nieznanym parametrem. Zmienne losowe W, sa niezalezne.

e Wyznaczy¢ estymator Metoda Najwiekszej Wiarogodnosci parametru A na podstawie proby Wy, ..., Wrs.

e Sprawdzi¢, czy ten estymator jest nieobciazony.

e Wyznaczy¢ ryzyko ($redni btad kwadratowy, MSE) dla uzyskanego estymatora.

Rozwiazanie: Wiemy, ze

oraz Wy, s3 niezalezne.

Rozpiszmy funkcje wiarogodnosci.

w1 w12 12 12 wg,
L(wy, ...w12, ) = %6_)@1 Ce Me—’\m = exp < - AZZ’) ‘ o
wi! wis! |

Liln(L) =:1 przyjmuja maksimum dla tego samego .

12 12 12
l(wy,...wi2, ) = =\ Z 2k + Z wi In(Azg) — Z In(wg)
k=1 k=1 k=1

12 12
TS S Ee
k=1 k=1 k=1

Zatem:

ol iilu%
Sy (W w12, \) =0 = A= S
k=1 ~k

Sprawdzmy, czy [ ma maksimum w wyznaczonym

Zk 1 Wk
12 = Ao.
k=1 “k
021 1 &
82)\(w1" W2, A) = V] Zwk < 0 dla kazdego A\, w tym dla Ag.
k=1

Wobec tego [ rzeczywiscie przyjmuje tam maksimum.

Sprawdzmy, czy estymator \g jest nieobcigzony.
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12 12
W Ad 2z
E - B k=1"Yk\ _ k=1~k __
(Ao) = < 12 ) N2 =A
k=1 ?k k=1 %k

Stad jest to estymator nieobcigzony.
Policzmy jego Sredni btad kwadratowy (ryzyko).

z
k=1 ~k 12
k=1 ~k

mseo = 5( (H0E)) - (1>2E<(§W’f)2”iw’“iz’”(i@?) -

1)2E<<§Wk>2>(1>2.2A2<;zk)1<1>2y<§%)2 <Z}€21%>2

(Z}c% 2k 2113:1 Zk 21142:1 Zk -
Wy - zmienne niezalezne =
E(W,W;) = EW,)E(W;) dlai#j lec2:1 <()\zk)2 + )\zk> + 22 Zl§j<k§12 22k
=< oraz = 5 N2 =
E(WP) = Var(Wy) + (E(Wy,))2 (Z}fl Zk)
Var(Wy) = Az

2
Z,lfl)\zk+)\2< ,{31%)
= — =

< 2 12 2k
12 k=1
Zkzl Zk)
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Zadanie 9:

W jeziorze ptywa pewna nieznana liczba 6 ryb. Aby oszacowac te liczbe postepujemy nastepujaco: odta-
wiamy m ryb, znaczymy je, a nastepnie wpuszczamy do jeziora. Czekamy, az ryby wymieszaja sie, towimy
n ryb i zliczamy liczbe ryb znaczonych.

e Wyznaczy¢ estymator Metoda Najwiekszej Wiarogodnosci parametru 6. Sprawdzi¢, czy ten estymator
jest nieobciazony.
e Wyznaczy¢ ryzyko ($redni btad kwadratowy, MSE) dla uzyskanego estymatora.
Rozwiazanie: Zadanie jest bardzo znanym przyktadem wykorzystania Metody Najwiekszej Wiarogodnosci

— daje podstawe stosowanej w terenowych badaniach liczebnosci Metodzie Wielokrotnych Ztowieri — Mark
and Recapture.

Przyktadowy fragment rozwigzania:

https://www.math.drexel.edu/ " tolya/Rice’207%5B%20capture-recapture’20%5D.pdf
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