Przyktadowe rozwigzania z 25.03

Przydatne definicje:

Niech 6 bedzie wielkoscig szacowanego przez nas parametru. W hipotezie zerowej (Hy) okreslamy,
jakie wartosci przypuszczamy, ze 6 moze przyjmowaé, bedzie to zbiér ©g. Przeciwko Hy stawiamy
hipoteze alternatywna Hy, definiujaca zbiér wartosci, ktére przyjmuje parametr, jesli nie jest spetnione
Hy, oznaczymy ten zbiér O;.

Zbidr krytyczny testu: zbiér wynikéw testu, przy ktérych odrzucamy Hy; oznaczymy K.

Btad I rodzaju: odrzucamy prawdziwe H,. Oznaczymy Py(K) dla 6 € O — otrzymalismy oszacowanie
0, ktére nalezato do prawdziwych wartosci szacowanego parametru, jednak odrzucilismy je.

Rozmiar testu to prawdopodobienstwo popetnienia btedu | rodzaju. sup{Py(K|0 € Oy)}. Spraw-
dzamy, jak bardzo prawdopodobne jest, ze warto$¢ oszacowania nalezaca do © znajdzie sie w zbiorze
krytycznym, przez co odrzucimy Hy.

Zastanéwmy sie, co w praktyce dla nas oznacza rozmiar testu. Rozr6znimy sytuacje hipotezy prostej
(np. Hp : 0 = c) i hipotezy ztozonej (np. Hy: 61 = cAby =dABOs =eA..). Podczas wyktadu
pojawito sie pojecie poziomu istotnosci o — dla hipotezy prostej jest ono réwnoznaczne rozmiarowi
testu (i prawdopodobienstwu popetnienia btedu pierwszego rodzaju). Prosze zwréci¢ uwage, ze w
przypadku hipotezy ztozonej obliczenie prawdopodobienstwa popetnienia btedu pierwszego rodzaju
moze by¢ trudniejsze, prawidtowy poziom istotnosci nie musi by¢ réwny zatozonemu, arbitralnie
dobranemu przez nas.

W tym zbiorku wystepuja jedynie testy hipotez prostych, wiec moga Paristwo przyjac, ze sup{Py(K)|0 €
@0} < a.

1 Rozmiar | moc testu

Zadanie 1

Niech X1,..., X, bedzie préba losowa z rozktadu normalnego N (m,22). Hipoteze Hy : m = 1 przy
alternatywie H; : m = 3 bedziemy weryfikowa¢, wykorzystujac test o zbiorze krytycznym postaci
{(:L‘l, xo,. .. ,:L'n) : Z?:l ;> k’a}.

e Wyznacz k,, aby otrzymac¢ test o rozmiarze 0,05.

e Jak duza prébe losowa nalezy pobra¢, aby uzyska¢ test o mocy nie mniejszej niz 0,957

Rozwiazanie: Xi,...,X, ~ N(m,2?)

H,-m=1,H m=3

K :{(x1,22,...,xp) s >y @i > ka}

Rozktad > ; X; to N(nm,n2?) Dalej juz korzystamy z definicji rozmiaru, sprawdzamy prawdopo-

dobienstwo, ze znajdziemy sie w zbiorze krytycznym, pod warunkiem prawdziwej Hy. Korzystamy ze
standaryzacji, aby utatwi¢ p6zniejsze obliczenia (znalezienie wtasciwego kwantyla).

W definicji jest “mniejsze réwne’ — szukamy tutaj maksimum, wiec réwnosé je spetnia.

P Xi > kalm=1) =P(U > ka=in) =1 — ¢(ka=1n) = 0,05

2v/n 2v/n
o(ks=lr) = 0,95
ka—1n __
st =1,64

ko =3,28y/n+n



Otrzymane k, wykorzystujemy w drugim podpunkcie. Korzystamy z definicji P(K|H;) :

P(S7, X > 3,28/ + nfm = 3) = P(U > 22in=in) _ 1 _ (32502 > g, 95

Pozbywamy sie \/n — mozemy skréci¢, bo wiemy, ze n > 0. Z wiasciwosci dystrybuanty rozktadu
normalnego:

1— &(—32221) < 0,05

o(—2B2/my > 95

_3,28;2\/6 > 1,64

vn > 3,28

n > 10,76

Czyli préba powinna liczy¢ co najmniej 11 obserwacji.

Komentarz: Podczas zaje¢ rozwiazalismy jeszcze zadanie 2 i 6 ze zbioru — oparte na podobnym
schemacie.

2 Test najmocniejszy

Zadanie 3
Populacja ma rozktad opisany funkcja gestosci postaci f(x) = Bel=5%) dla > 0. Z tej populacji
wylosowano dziesiecioelementows prébe:

1 08 17 55 19 81 26 25 14 24

Przetestuj, wykorzystujac test najmocniejszy przy poziomie istotnosci o = 0,05 hipoteze zerowa, ze
8= % przeciw hipotezie alternatywnej, ze 3 = 1

g.
Rozwiagzanie: Hy: (= %;Hl (B = %
Intuicyjnie mozemy patrze¢ na test najmocniejszy jako na poréwnanie maksymalnych prawdopo-
dobienstw uzyskania obserwowanej préby przy prawdziwym Hjy albo przy prawdziwym Hy. Jezeli
stosunek tych prawdopodobienstw wypada na niekorzys¢ Hy bedziemy sktonni jg odrzuci¢. Test przy

ustalonym « minimalizuje 5.

Korzystamy z definicji testu najmocniejszego. Naszym celem jest stworzenie obszaru krytycznego:

L(x1,...,2n)|H; > o)
L(z1,...,zn)|Ho

K :{

L to wartos¢ funkgji wiarogodnosci dla naszej proby. Uzupetniamy o informacje z zadania (prawdo-
podobienstwa uzyskania takiej préby):

3 0exp(=1/3372 Xi)
C
270 exp(~1/230 X

Staramy sie uporzadkowa¢, przenoszac funkcje x na jedna strone, a wartosci state na druga:

10
> Xi(1/2-1/3) > (2/3) OInc
=1



10

> X >6(2/3) OInc
=1

Wszystko, co stoi po znaku wieksze réwne okreslmy ¢; — wiemy, ze to bedzie jakas stata, jest to
wartos$¢ krytyczna (“wchfania” wartosci liczbowe, ktére wczesniej byty po lewej stronie). Nalezy ¢;
znalez¢.

Skorzystajmy z rozmiaru testu. Znowu, mozemy wykorzystac¢ réwnos$¢ z poziomem istotnosci (korzy-
stamy z definicji).

P(K|Ho) =P(312, > ¢|8=0.5) =1~ F(c;) = 0.05.

Musimy okresli¢ posta¢ dystrybuanty. Skorzystamy ze sztuczki zwigzanej z réwnowaznoscig rozkta-
déw. Pojedyncza préba pochodzi z rozktadu wyktadniczego Exp(f3), ktéry mozemy opisaé, wyko-
rzystujac rozktad I'(1, /3). Z;gl X, ma rozktad I'(10, 3). Ponadto, wiemy, ze Exp(1/2) to rozktad
x2(2) i ze jezeli pewna zmienna X ~ T'(2,1) — X ~ x?(a). Dlatego, ostatecznie,

272
21121 X ~ X2(20)-
Nasze c; znajdujemy z odwrotnej dystrybuanty F~1(0,95,20) = 31, 410.

Obliczamy wartos¢ statystyki testowej (na podstawie wartosci obserwacji podanych w zadaniu) i
poréwnujemy ze znaleziong wartoscia krytyczna.

Zgl = 27,9 < 31,410, czyli nie ma podstaw do odrzucenia Hy.

Zadanie 10
Niech X1,..., X, bedzie préba prosta z rozktadu normalnego N (1, 0?) ze znana wariancja.

e Skonstruuj test najmocniejszy dla hipotezy Hy : i = pg przeciw alternatywie Hy : = p1 > o
na poziomie istotnosci 0.05

e Oblicz moc uzyskanego testu.
e Jaka powinna by¢ dtugos¢ préby, aby moc testu byta wieksza od 0.957

Rozwigzanie:

Ho:p=po, Hi:pp=p1 > po

Korzystamy z definicji testu najmocniejszego. Naszym celem jest stworzenie obszaru krytycznego:

L(x1,...,20)|H;
>
ﬁ(xla s 7xn)’H0 o C}

K :{

L to wartos¢ funkgeji wiarogodnosci dla naszej préby. Uzupetniamy o informacje z zadania (prawdo-
podobienstwa uzyskania takiej préby). Wiemy, ze X1, ..., X, ~ N(u,0?), 02 jest znane:

1 (Xi—p1)?
H?:lom exp(— 252 ) .
1 (Xi—po)?2\ —
1o exp(— )

Staramy sie uporzadkowaé, przenoszac funkcje x na jedna strong, a wartosci state na druga:

—X242X; 1 —p? )
202

—X 242X po—pd ) -
202

IT7, exp(

IT7_, exp(



=Y XP 200 X —npd + D00 X — 2000 Xipo + pgn
202

)= o

exp(

250 Xi(pu — po) + n(ud — p3)
202

exp( )>c¢

n 2 _ 2 _ 2
SX > (20 11120 n(pg — py))
P (1 — po)
Po przeksztatceniach, wszystko, co stoi po znaku wieksze réwne okreslmy c¢; — wiemy, ze to bedzie

jakas stata, jest to wartos¢ krytyczna (“wchtonie” wartosci liczbowe, ktére wczesniej byty po lewej
stronie). Nalezy c; znalezé.

n

ZXi >

i=1

Skorzystajmy z rozmiaru testu. Znowu, mozemy wykorzystac¢ réwnos$¢ z poziomem istotnosci (korzy-
stamy z definicji).

P(K’Ho) = P(Z?:l > ClyHo) =1- .F(Cl) = 0.05.

Musimy okresli¢ posta¢ dystrybuanty. Skorzystamy ze standaryzacji. Wiemy, ze > " | X; ma w
naszym przypadku rozktad N (nu,no?).

C1 — HoN
1—®(————) =0.05
( o/ )

C1 — oM
d(———) =0.95
( on )

Znajdujemy w tablicach potrzebny kwantyl (albo w R: gnorm(0.95)): 1.65. Stad ¢; = 1.650+/n +
HoT2-

Moc réwniez obliczymy z definicji:

n
1.65 -
P(K|H1) = B} X; > 1.650/n + pon|H) = 1 — & ov/n £ nipo = )

)
p ovn

Aby znalez¢ liczebnos¢, dla ktérej moc bedzie wyzsza niz 0.95, podstawiamy do wzoru, otrzymujemy
rozwigzanie:

3.30
T 1 — Mo
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