GAL z %, konspekt wykladow: Endomorfizmy

14 marzec 2017
Notatki zawieraja odsylacze do podrecznikéw [Kos]=Kostrikin, [Tor|=Torunczyk.

Materiatl mniej standardowy jest opisany dokladniej.

1 Przestrzenie ilorazowe, wektory wilane
Przestrzenie ilorazowe [Kostrikin 1.2.6]

1.1 Niech W C V para podprzestrzeni. Definiujemy relacje réwnowaznoéci w V: a ~ ( jesli a — § €

W. Zbiér klas abstrakcji ma strukture przestrzeni liniowej. Oznaczenie V/W.
1.2 Odwzorowanie 7 : V' — V/W jest liniowe, jest epimorfizmem, ker(m) = W.

1.3 Wiasnosé uniwersalna ilorazu: dla kazdego przeksztalcenia liniowego ¢ : V — Z takiego, ze

¢pw = 0 istnieje dokladnie jedno przeksztatcenie ¢ takie,ze ¢ = ¢pom:

V/W
0 /
W=V 315
Ve
0 ~
A

Innymi stowy: wszystkie przeksztalcenia z V' zerujace sie na W jednoznacznie faktoryzuja sie przez

V/W. Wiasno$é jednoznacznej faktoryzacji definiuje V/W z dokladnoscia do izomorfizmu.

1.4 Wtasnos$é uniwersalna determinuje iloraz z dokladno$cia do izomorfizmu. Jesli odwzorowanie
p:V — @ spehlia warunek: pot =0 oraz dla kazdego przeksztatcenia liniowego ¢ : V. — Z takiego, ze

¢yw = 0 istnieje doktadnie jedno przeksztatcenie ¢ takie,ze ¢ = pom:

Q
0
3 p
W —V el
Vo
0 ~
VA

to @ ~ V/W oraz ten izomorfizm jest zgodny z przeksztalceniamip: V - Qin:V — V/W.

1.5 Gdy U,W C V, to
U+ W)W ~U/(UNW).

1.6 Wniosek: Jesli V=W o U to V/W ~U.

1.7 Wniosek: niech ¢ : V — Z bedzie przeksztalceniem liniowym, wtedy istnieje przeksztalcenie

¢ : V/ker(¢) — Z takie, ze ¢ = ¢ o m. Ponadto ¢ zadaje izomorfizm V/ker(¢) ~ im(¢).



1.8 Jedli V jest skoriczonego wymiaru, to dim(V/W) = dim(V) — dim(W). Kowymiar definiujemy
jako
codimy (W) = dim(V/W).

Kowymiar moze by¢ skonczony, nawet gdy dimV = oo

1.9 Cwiczenie: Niech A C R bedzie zbiorem domknietym oraz niech C(A) oznacza zbiér funkeji
ciagtych na S. Wtedy C(A) ~ C(R)/I(A), gdzie I(A) ={f € C(R) |Vx € A, f(x) = 0}.

Endomorfizmy czyli operatory liniowe [Kos roz 2], [Tor VI]
1.10 End(V), czyli algebra operatoréw liniowych. Algebra macierzy M, s, (K).

1.11 Wektory wlasne, wartosci wlasne, przestrzen wlasne V) = {a € V' | ¢(a) = Ap}.

2
1.12 Przykltad M(¢) = 2 |, wartosci wlasne A = —1 1 A = 5, wektory wlasne dla A = —1:
1
1

1 2
2 1
2 2

(=1,1,0), (=1,0,1), dla A = 5: (1,1,1).

1.13 Metoda szukania wartoci wasnych i wektorw wasnych:
1. rozwiazujemy réwnanie charakterystyczne det(M(¢) — A1) =0
2. roziazujemy uklad liniowy jednorodny (¢ — AId)(v) = 0.

2 Wartodéi wlasne i przestrzenie wlasne, postaé¢ gérnotrdjkatna
2.1 Przyklad: jakie sa wektory wlasne przeksztalcenia D : C*°(R) — C*(R), D(f) = f'?
2.2 Przyklad: jakie sa wektory whasne przeksztalcenia D : C°(St) — C>(S1), D2(f) = f"?
2.3 Przyklad ¢(z,y) = (y,z + y): wyprowadzenie wzoru na liczby Fibonacciego.

2.4 Cwiczenie z analizy: Niech V = C®(R),

a) o(f) = ((¢* - 1)f’(t))/. Sprawdzi¢, ze wielomian Legendra P, = ﬁ% ((t* = 1)™) jest wektorem

wlasnym z wartoscia wlasna n(n + 1).
b) ¢(f) =t f'— (1 —12) f". Sprawdzié, ze wielomian Czebyszewa T}, jest wektorem wilasnym z wartoscia

wlasna n?. (Wielomian Czebyszewa spelnia cos(nz) = T),(cos(x)).)
2.5 Wielomian charakterystyczny Wy (t) = det(M (¢ —tId)). (Nie zalezy od wyboru bazy.)

2.6 Gdy dim(V) =2, to
Wy(t) = t* — 2tr(M(p)t + det(M(9)),

gdzie dla macierzy A = {a;j}1<ij<n Slad tr(A) = > | a;. Ogdlniej,
Wy(t) = (—1)"" + ()" Hr(M (@)™ +...227 - + det(M(9)) .

2.7 Cwiczenie: Dla dowolnych macierzy kwadratowych A, B mamy tr(AB) = tr(BA).



2.8 Jedli wektory o; dlai = 1,..., k sa wtasne dla réznych wartosci wlasnych, to sa liniowo niezalezne.

2.9 W szczegdlnosci, jesli Wy(t) rozklada sie na rézne czynniki liniowe, to isnieje baza zlozona z

wektorow wlasnych. W tej bazie M(¢) jest diagonalna.

2.10 Mo6wimy, ze endomorphizm ¢ € End(V) jest diagonalizowalny, jesli w pewnej bazie V' macierz

¢ jest diagonalna.

2.11 Kryterium diagonalizowalnosci: ¢ jest diagoanalizowalny wtedy i tylko wtedy gdy:
1) Wy(t) rozklada sie na czynniki linowe w K
2) krotno$¢ A w Wy jest réwna dim(V})

2.12 Przyktad ¢(z,y) = (z + y,y), tu dim V; = 1 < krotnogé A =1 w Wy(t) = (t — 1)
2.13 Przyktad ¢(x,y) = (cos(t)x + sin(t)y, — sin(t)x + cos(t)y

2.14 Podprzestrzenie niezmiennicze. Jesli istnieje podprzestrzen niezmiennicza wymiaru k, to w

pewnej bazie ¢ ma macierz blokowa gznotrdjkatna,.
2.15 Jedli istnieje ciag podprzestrzeni niezmienniczych
0=V0cVvlcVvVic...cv*=V
dim(Vx) = k,to w pewnej bazie ¢ ma macierz gznotréjkatna,

2.16 Jesli cialo jest algebraicznie domkniete, to istnieje conajmniej jedna wartos¢ wlasna i wektor

wlasny.

2.17 Niech ¢ bedzie endomorfizmem zdefiniowanym nad cialem K. Jesli wielomian charakterystyczny

ma pierwiastki w ciele K, istnieje ciag podprzestrzeni liniowych niezmienniczych
0=VlcVvlcVvVic...cv*=V
takich, ze dim V* = i. (Zatem M (¢) jest gérnotréjkatna w pewnej bazie.)

Dowéd indukeyjny korzystajacy z nastepujacy oczywisty lemat: niech ¢ € End(V), ¢ € End(Z),
f:V — Z, f¢ = f. Jedli W C Z jest ty-niezmiennicza podprzestrzenia, to f~1(W) C V jest
¢-niezmiennicza. Stosujemy lemat do ¢ = ¢ € End(V/lin{v}), f = 7 : V. — V/lin{v}, gdzie v jest
dowolnym wektorem wiasnym.

Uwaga: Zwykle powyzsze twierdzenie dowodzi sie przy zalozeniu, ze cialo jest algebraicznie domkniete. Aby
wykazaé twierdzenie jedynie przy zalozeniu, ze Wy rozklada sig, rozumowanie jest takie: Najpierw zakladamy,
ze cialo K jest zanurzone w ciele algebraicznie domknietym L. Konstrukcje przeprowadzamy dla przestrzeni
wektorowych nad L. Wtedy nie ma przeszkéd by sprowadzié¢ ¢ do postaci gérnotrdjkatnej (zupelnie nas nie
obchodzi jaki jest wielomian charakterystyczny ¢ € End(V/lin{v})). Jak juz mamy posta¢ gérnotrajkatna, to

widzimy, ze wielomian charakterystyczny jest iloczynem \; — ¢, gdzie \; sa wziete z przekatnej. Wiec Wy =
(A1 — t)Wj. Wnioskujemy, ze W rozklada si¢ w wyjsciowym ciele K.

Latwo tez udowodnié¢ formule Wy, = (A — t)Wd;. Bez uciekania sie do algebraicznego domkniecia, tylko trzeba

zobaczy¢ jaki jest zwiazek macierzy M(¢) z M (¢) w odpowiedniej bazie.

2.18 Twierdzenie Cayleya-Hamiltona: Wy(¢) = 0. W dowodzie korzystamy z tego, ze kazde cialo

jest zawarte w ciele algebraicznie domknietym.



3 Przestzrenie pierwiastkowe
3.1 Wymiar przestrzeni wiasnej V) jest miejszy badZz réwny krotnosci A w Wy.

3.2 Przestrzen pierwiastkowa: V(yy = {v € V' |3n € N: (¢ — A Id)"(v) = 0}. (Inna nazwa: uogélniona

przestrzen wilasna.)
3.3 Oznaczenie: zbdr wartosci wlasnych endomorfizmu ¢ nazywamy spektrum i oznaczamy spec(o).

3.4 Twierdzeinie o rozkladzie na przestrzenie pierwiastkowe. Jesli dim(V') < oo i Wy(t) rozklada sie
na czynniki liniowe w K (np. K jest algebraicznie domkniete), to

V= B W

AESpec(dp)

3.5 Lemat o wielomianach: dane wielomiany g1, ..., gm € K[z]. Istnieja wielomiany hq,. .., hy, € K[z]
takie, ze > gih;i = NWD(g1,...,9m). (Dowdd indukcyjny ze wzgledu na m. Dla m = 2 algoryrm
Euklidesa.)

3.6 Dowdd 3.4 z lematu o wielomianach, jak w [Kos roz II §4.3].

3.7 Zalézmy, ze ¢ : V — V spelia pewna tozsamosé¢ wielomianows f(¢) = 0 (gdy dim(V) < oo
to np. f = Wy). Wielomian minimalny ps jest wielomianem o najmniejszym stopniu spelniajacym
pe(¢) = 0. Kazdy inny wielomian majacy te wlasnos¢ jest podzielny przez pigs. Naogot pg # Wy, choé

W pe musi wystapi¢ kazdy czynnik liniowy z W,

3.8 Rozklad V = ), Spee(d) V(n) mozna udowodni¢ takze gdy dim V' = oo oraz ¢ spelnia tozsamos¢

wielomianowsa i wielomian minimalny p, rozklada si¢ na czynniki liniowe.

3.9 Def: ¢ € End(V) jest nilpotentny jesli 1™ = 0 dla pewnego n. Jesli przestrzen jest skoniczonego

wymiaru, to ten warunek jest réwnowazny: V = V|q).

3.10 Def: V jest cykliczna (ze wzgledu na ), jesli istnieje wektor o € V', taki, ze V jest rozpieta
przez {1*(a) | i > 0}. Méwimy, ze o generuje V.

3.11 Zalézmy, ze v nilpotentny, V cykliczna, generowana przez «. Niech m najwiesze, takie, ze

™ (a) # 0. Wtedy wektory
"), " Ha), ..., (q), o
sa liniowo niezalezne (wiec sa baza V). Macierz v tej w bazie jest postaci Jordana z jedna klatka o

wartosci wlasnej A = 0

01 0...00
00 1...0 0
0 0 0...0 1
0 0 0...0 0

Podsumowanie: PokazaliSmy, ze V rozklada sie na przestrzenie pierwiastkowe. Na V() przek-
sztalcenie ¢ = ¢ — AId jest nilpotentne. W nastepnym kroku udowodnimy,ze V'(\) rozklada sie na sume

prosta przestrzeni cyklicznych. Stad wynika:



Twierdzenie o postaci kanonicznej Jordana Dla kazdego endomorfizmu przestrzeni skoriczonego
wymiaru nad cialem algebraicznie domknietym istnieje baza, w ktérej macierz przeksztalcenia jest

klatkowo-diagonalna

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 J_1| 0
0 0 0
z klatkami postaci
A1 0...0 0
0 AN 1...0 0
Jy =
0 0 0...x 1
0 0 0...0 X

[Kos roz II §4.2]

4 Tw Jordana efektywnie

4.1 Lemat: Zalézmy, ze ¢ nilpotentny na V oraz W # V podprzestrzen cykliczna maksymalnego
wymiaru. Wtedy istnieje wektor wlasny g € V \ W.

4.2 Lemat: Zatézmy, ze ¥ nilpotentny na V oraz W podprzestrzen cykliczna maksymalnego wymiaru.
Wtedy istnieje niezmiennicze dopelnienie do sumy prostej V =W @ U.

Dow. Indukcja po dim(V'): dzielimy przez lin(03).

4.3 Cwiczenie

He = H (‘T - )‘)T(A) )

AESpec(p)

gdzie r(\) jest rozmiarem maksymalnej klatki Jordana z wartoscia wlasna .

2
-1

0

0

dla wartosci wlasnej 1 rozmiaru 3.

4.4 Przyklad: M(¢) = . Jedna klatka dla wartosci wlasnej 4 rozmiaru 1 i jedna

W N O =

1
1
2
1

o O o

Efektywne znajdowanie bazy Jordana i jednoznacznosci rozkladu
4.5 Szukanie bazy Jordana: dla A € Spec(¢). Rozwazamy ciag podprzestrzeni
V = im(°) D im(pt) D im(?) D - D imN ) D im(YP) = im(YPT) = im(yPF2) = ...
Whioskujemy, ze p = () jest rozmiarem najwiekszej klatki,

im@W?) = @B Vi,  ker@P) =V,  V=im(¥P) e ker(yP).
HFEA

Konstruujemy ,tancuszki”
(4) (4) (4)

(4)
o ay = eay )y eay’ =0



biorac za oz,(f) baze ker(y) Nim(ypP~1). Dobieramy wektory ozglj € ker(¢’) Nim(y?~7) biorac przeci-
:!(QJ'H' Jedli na ktéryms etapie uklad wektorow {agzj} nie rozpina im(yP~7) N ker(y7) to

uzupelniamy go do bazy tej przestrzeni.

wobrazy «

4.6 Inna metoda znajdowana bazy Jordana: badamy ciag
0 = ker(¥?) C ker(y') C ker(¢°) C --- C ker(yP) = ker(yPT1).

Jesli wiemy, ze w postaci Jordana jest d = d(p, A) klatek rozmiaru p, to wybieramy d wektoréw liniowo

niezaleznych w agi) € ker(yP) jesli ten wybdr jest dostatecznie przypadowy, to uktad wektoréw ag»i) =

Pl ’1(0450) (i =1,...d, j =1,...p) bedzie liniowo niezalezny. Uklad ten nalezy dopemia¢ indukcyjnie
do ukladu liniowo niezaleznego wybierajac wektory z ker(y)*) dla k=p—1,p—2,...,1.

5 Jednoznacznos$é¢ postaci Jordana

5.1 Tlosé i typ klatek Jordana nie zalezy od wyboru bazy Jordana. Ilos¢ klatek k-wymiarowych z
warto$cia wlasna A jest réwna d(k, \). Niech ¢ = ¢ — A\Id. Mamy

> d(e,\) = dim(ker(y*) — dim(ker(y)" ).

>k

Stad
d(k, \) = 2dim(ker(¢*) — dim(ker(¢* 1) — dim(ker(**1) = #(* 1) + r(pF 1) — 20 (%),
5.2 Méwimy, ze ¢ € End(V) jest diagonalizowalny, jesli w pewnej bazie M (¢) jest diagonalna.

5.3 Endomorfizm ¢ jest pélprosty, jesli dla kazdej niezmienniczej przestrzeni U C V istnieje niezmi-

ennicze dopelnienie W C V' do sumy prostej.

5.4 Nad cialem algebraicnie domknietym ¢ jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest
polprosty. (CW)

5.5 Dla endomorfizmu diagonalizowalnego jesli (¢ — A Id)™(a) =0 to (¢ — A Id)(a) =0.
5.6 Endomorfizm diagonalizowalny ¢ ma wlasnosé: ker(¢) = ker(¢™) dla kazdego n > 1.
5.7 Cwiczenie: sprawdzi¢ powyzsza whasnos$é dla pétprostego ¢ € End(V).

5.8 (Addytywny rozktad Jordana-Chevalleya.) Jesli ¢ zapisaé jako ¢ = ¢q + ¢p, gdzie ¢g jest

polprosty, a ¢, jest nilpotentny oraz ¢, ¢q = pa¢, to sktadniki sa wyznaczone jednoznacznie.

5.9 Lemat: ker(¢q — AId) = V(y). (Zatem ¢q na V() musi by¢ mnozeniem przez skalar \.)
Dow. Niech N bedzie takie, ze ¢} = 0 oraz V() = ker((¢ — AId)").
Z przemiennosci (¢q — A Id) i ¢, mamy
(& = AN =331, (§) 0k (¢a = AN F.
Stad dla v € ker(¢q — A Id) mamy
(¢ = AN (0) = ¢ (v) + 3011 (3) Pk (da = M)V F(v) =04+0=0

6



Czyli Vi) = ker((¢ — A Id)N) C ker(¢q — A1d).

Z drugiej strony ¢g — AId = (¢ — AId) — ¢y, wiec

(6a — Ad)*N (v) = RN (DR () ok (¢ — A Td)*N R (v) =

= Yiso (CDFCY) 0k (6 = A1)V TR (0) + 3R (1R () 0k (6 — A1d)PNH (v)
Ale ¢F =0 dla k > N, wiec powyzsza suma jest réwna

= S0 (CDRCN) ok (6 — ATd)PV R (v).

Dla v € ker((¢ — AId)N), k < N mamy (¢q — AId)* ~*(v) = 0. Stad dla v € ker((¢ — NId)™) = V|,
(6q — A Id)*N(v) =0

Zatem

ker((pg — AId)*N) C ker((¢ — AId)N) = V().

Ale skoro ¢4 jest diagonalizowalny, to

ker((¢a — A1d) = ker(¢qg — AId)*N) C V).

5.10 Z powyzszego lematu wynika jednoznacznosé, bo dostaliémy, ze (¢d)|v( N = Ald. Korzystamy z
rozkladu V' = @D cspec(s) V-

5.11 Jak znalezé ¢4 nie szukajac bazy Jordana?

Twierdzenie: istnieje wielomian p € K[t] taki,ze ¢4 = p(¢).

5.12 Twierdzenie Chiriskie o resztach. Niech R = K[t] lub Z. Niech fi, fa,..., fm € R beda elemen-
tami parami wzglednie pierwszymi, oraz niech r1, 79, ... 7, € R dowolnymi elementami. Wtedy istnieje
pE R takizedla k=1,2,...,m mamy p = r; mod f.

Dowéd dla R = K[t]. Oznaczmy przez K[t]/(f) zbidr reszt z dzielenia przez f. Oczywiscie K[t]/(f) ~
K[t]<deg f = Kdeef Niech f = fifs... fm oraz

0 K[i]/(f) — K[t]/(f1) x K[t]/(f2) x - - X K[t]/(fm)

bedzie zadane wzorem
p— (pmod fi , pmod fo, ... , pmod fm)
Sprawdzamy, ze 6 jest monomorfizmem. Poniewaz dziedzina i przeciwdziedzina maja réwne wymiary,

wiec 0 jest epimorfizmem.

5.13 Konstrukcja p spehiajacego p(¢) = ¢q: Niech pg = [, (Mg — )™ bedzie wielomianem mini-
malnym (mozna tez wziaé¢ wielomian charakterystyczny). Niech fr = (A —t)™, rp = A\g. Znajdujemy

p z tw.chinskiego o resztach. Dla kazdego k
p= gk(t)()\k — t)nk + /\k
W obcieciu do V{y,) przeksztalcenie p(¢) jest mnozeniem przez \g. Zatem p(phi) = ¢g.

5.14 Przyklad: jesli py = (a —1)*(b—)* to p(t) = ;25 (=2t° + 3(a + 0)* — 6abt + ab(a + b)).

5.15 Wniosek: jesli W jest ¢-niezmennicza, to jest ¢g-niezmiennicza i ¢,-niezmiennicza.

5.16 Zbiér endomorfizméw odwracalnych GL(V) C End(V) jest grupa. Oznaczamy GL,(K) :=

GL(K™) = zbiér macierzy n x n odwracalnych.



5.17 Kazdy niepusty zbiér G C GL(V') zamkniety ze wzgledu na sktadanie i branie odwrotnosci jest
podgrupa.

5.18 Przyklady podgrup:
~SLy(K)={A € GL,(K) | det(A) =1}
— On(K) ={A € GL,(K) | AAT =1}

— SO,(K) = O,(K) N SL,(K)

— macierze gérnotréjkatne odwracalne

5.19 (Multiplikatywny rozklad Jordana-Chevalleya.) Méwimy, ze v jest unipotentny jesli ) — Id jest
nilpotentny (czyli ¢ jest postaci Id+nilpotentny). Zalézmy, ze ¢ jest odwracalny. Mozna ¢ przedstawié
jako zlozenie ¢ = ¢gp,, gdzie ¢4 jest diagonalizowalny, a ¢, jest unipotentny oraz ¢,¢dq = Gqdu.

Czynniki sa wyznaczone jednoznacznie.

Dow: ¢ = dg+ ¢pn = da(ld + ¢7 bn).

5.20 Cwiczenie: sparwadzi¢, ze dla wyzej wymienionych podgrup jesli ¢ € G, to ¢4 € G.



