Zestaw 5

1 Niech f : R? — R? bedzie przeksztalceniem liniowym takim, ze f(1,3) = (2,4,1) 1 f(2,1) = (5,3,2).
Znalezé f(1,1).

3 le g wzgledem pewnych baz (eq, e, €3)
w przestrzeni V i (f1, fa) w W. Wyznaczy¢ macierz odwzorowania F' wzgledem baz (eq, e1+e2, €1 +e2+e3)

i(f1, f1+ f2)-

3 Niech f bedzie niezerows funkcja liniowa V — K. Niech U = ker f. Wykazaé, ze V = U & lin{v} dla
dowolniego v € V\ U.

2 Niech F' : W — V bedzie reprezentowane przez macierz (0

4 Znalez¢ przyklady przeksztalcen f : V' — V pewnej przestrzeni (koniecznie nieskoriczenie wymiarowej)
takie, ze
a) jest monomorfizmem, ale nie jest epimorfizmem,
b) jest epimorfizmem, ale nie jest monomorfizmem.

5 Okresli¢ taki izomorfizm f : K® — K3, ze fler +2e2) = ex + e3.

6 Niech f: K? — K2, f(z1,22) = (221 — 29,21 + 23). Czy f jest izomorfizmem? Jedli tak, to znalezé
przeksztalcenie odwrotne.

7 Oznaczmy przez M(n X n) przestrzen liniowa macierzy kwadratowych rozmiaru n. (Jaki jest jej
wymiar?). Niech
T:M(nxn)— M(nxn)

bedzie transpozycja, tzn. przeksztalceniem zadanym wzorem
T ({aijh<ji<n) ={ajihi<jj<n -
Znalez¢ jadra i obrazy przeksztalcen S = 2(Id+T)i A= $(Id—T).
8 Rozwazamy podprzestrzenie W, C K" dla k =1,2...n:
Wi={x1=x2=... =2, =0}.
Opisaé wszystkie f izomorfizmy K™ takie, ze f(Wy) C Wy

9 Udowodnié, ze jesli dimV < oo, to W1 @V ~ Wy & V wtedy i tylko wtedy gdy W7 ~ W,. Podaé
kontrprzyktad, gdy dim V' = oo.

10 Dane dwie podprzestrzenie W1, Wy C V. Zalézmy, ze dim W7, = dim W5. Czy zawsze istnieje taki
izomorfizm f przestrzeni V, ze f(Wy) = Wa?

11 Niech V bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa, a J : V' — V przeksztalceniem, takim, ze J? =
—1Idy. Wprowadzi¢ w V strukture przestrzeni liniowej nad C, tak, ze mnozenie przez i € C jest przek-
sztalceniem J. Wywnioskowaé, ze jesli dimp V' < oo, to dimp V' jest parzysty.

12 Dane przeksztalcenia f:V — W ig: W — V. Zalézmy, ze f o g = Idy. Czy f jest izomorfizmem?

Macierz zamiany wspélrzednych od bazy A do bazy B przestrzeni V: macierz identycznosci
V w bazach A i B (wektory A wyrazamy jako kombinaje liniowe wektoréw B i otrzymane wspdlrzedne
ustawiamy w kolumnach).

13 Niech a; = (1,2), as = (4,1). ZnaleZé macierz przejscia z bazy «;,as do bazy standardowej i ze
standardowej do a1, as. Niech 81 = (1,1,1), 82 = (2,1,3), 83 = (1,0,5). Znalez¢ macierz przeksztalcenia
¢: R - R? ¢(z,y,2) = (z + 2y, y + 32) w bazach ; i ;. (Oznaczamy ja, M¢P.)

14 To samo dla a; = (1,1,1), as = (1,2,3), a1 = (1,4,9); 51 = (1,2), B = (3,1) ¢ : R? — R?,
Pz, y) = (@ +y, . —y,x+2y)
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15 Pokazaé. ze transpozycja iloczynu jest réwna iloczynowi transpozycji w odwrotnej kolejnosci.

16 Niech oy = (1,1,1), g = (1,1,0), a1 = (1,0,0). Przeksztalcenie ¢ jest zadane przez macierz w bazie
{ai}i:1,2,3:
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Znalez¢ obraz i jadro ¢.

17 Wskazaé przeksztalcenia ¢, : R? — R? takie, ze ¢t # 0, ale v¢ = 0.

18 Wskazaé¢ izomorfizm ¢ : R* — R? speliajacy dwa warunki:
o ¢(0,2,1)e{z+y+2=0,2—y+2z=0},
o ¢(1,2,2) e {x —y+22=0}.

19 Wskazaé przeksztalcenie ¢ : R* — R? spetniajace 3 warunki
1) lin{(-1,2,1)} = ker ¢,
2) (1,1,2) €im¢
3) ¢3 =0.

20 Wskazaé przeksztalcenie ¢ : R® — R? spelniajace 3 warunki
1) (-1,2,1) € ker ¢,
2) lin{(1,1,2)} =im¢
3) ¢3 =0.

21 Wykazaé, ze przeksztalcenie ¢ speliajace powyzsze warunki musi ponadto spelniaé: ¢? = 0 oraz
dim(ker(¢)) = 2.

22 Wkazaé, ze jesli przeksztalcenie ¢ : R? — R? spelia ¢ = —Id, to w pewnej bazie ma macierz
()

23 Znalezé wszystkie przeksztalcenie ¢ : R? — R? spelniajace ¢* = Id oraz ¢(1,2) = (1,1).

24 Znalezé¢ wszystkie przeksztalcenie ¢ : R? — R? speliajace ¢% = Id oraz #(1,2) = (1,1).

25 Niech ¢ : R* — R? spelia warunki: ¢® = Id, ¢(v) = v dla pewnego v # 0. Udowodnié, ze ¢ = Id.
Czy to samo jest prawda, jesli zastapi¢ R przez C?

26 Niech ¢ : V — V bedzie przeksztalceniem liniowym. Udowodnié, ze jesli ¢? = ¢, to (Id—¢)? = Id—¢.
27 Niech ¢ : V — V bedzie przeksztalceniem liniowym. Udowodnié, ze jesli ¢? = ¢, to Dlim ¢ = Ldjim ¢-

28 Niech ¢ : V — V bedzie przeksztalceniem liniowym. Udowodnié, ze jesli ¢? = ¢, to V = ker ¢ Dim ¢.
Ponadto ¢ jest rzutowaniem na im ¢. Znalezé wzér rzutowania na ker ¢.

29 Niech S : V — V bedzie przeksztalceniem liniowym. Zatézmy, ze S? = Id. Zdefiniujmy
Vi={veV:Sv=u}, Vo={veV:Sv=—-v}.

Przyjmijmy ¢ = %(S +1d). Udowodnié, ze ¢ jest rzutowaniem na podprzestrzen V. wzdtuz V_. Zdefiniowaé
rzut na V_ za pomoca S.
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