Uklady wektoréw w przestrzeniach liniowych
Zadania z § sa zrobione lub nie bedziemy do nich wracac

1§ Czy wektor (1,1, 1) nalezy do podprzestrzeni liniowej (Z7)? rozpietej przez (1,3,2),
(1,2,1), (2,5,3)? A wektor (1,4,3)?

2 I Udowodni¢, ze kazdy wektor przestrzeni C* rozpietej na wektorach
(¢,1,—1,-1), (i,—1i,1,—1), (1,0,0,—1)
spelia warunek: x; + x5 + x3 + x4 = 0. Natomiast nie kazdy spehia x4 = —1.

3 DOM Wykazacé, ze przeciecie Vi NVy dwu podprzestrzeni liniowych jest podprzestrzenia
liniowa,.

4 | Znalez¢ takie wartosci a € C, by wektory (a,1,0), (1,a,3), (a,1,1) € C? byly liniowo
zalezne.

5 5 Czy te uktady wektoréw sa liniowo niezalezne?

a) (1,1,0), (1,2,-3), (2,4,1) w R?;

b) (1,2,1,1), (2,—1,—1,4), (5,5,2,7) w R

¢) (3,2,1,-1), (5,—1,1,2), (7.8,1,—7), (1,—1,1,2) w B,

)

6 1 Czy te uktady wektoréw rozpinaja cala przestrzen?
) (3,1,1), (1,0,2), (0,3,2) w R?;

) (

3,1,0,-2), (5,2,2,—1), (1,—1,0,-2), (5,1,1,-3), (=7, -3,1,5),
(4,1,-2, —5) w R?.

a
b

7 i Znalez¢ bazy przestrzeni liniowych rozpietych na wektorach w zadaniu 6.

8 I ZnalZ¢ bazy przestrzeni liniowych opisanych przez rownania:

a)r+y+z+t+s=0wR?%

r — vy + z = 25 4+ t =0
b){3z + 4y — =z + s + 3t = 0 wR%
r — 8y + 5z — 9s 4+ t = 0

3 2 1 —-1(0]
c) 1 1 ‘ ] w R*.

9 ¢ Znalez¢ baze podprzestrzeni liniowej wielomianéw speliajacych:

a) f(1) = f(2) = 0;
b) f jest podzielny przez (x — 1)%(x + 1)
¢) f(z) = f(—x) dla kazdego =

10 DOM Wykazaé, ze jesli 1 +1 # 0 w ciele K to w przestrzeni liniowej V' nad K dla
dowolnych wektoréw v, w € V zachodzi lin(v + w,v — w) = lin(v, w).

11 DOM wyznaczy¢ wszystkie watrosci parametru p, tak by uktad (2,p,1), (1,0,1),
(0,1, 3) byt liniowo niezalezny.
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12 § Dane sa wektory oy = (—1,1,1), ae = (1, 1,2), as(t) = (—3,¢,0).
a) Dla jakich ¢ € R uktad ay, g, as(t) jest baza przestrzeni R3?
b) dla kazdego t takiego jak w a) znalez¢ wspdhrzedne wektora 3 = (1,1, —1) w tej bazie.
¢) Dla jakich wartosci t wektor as(t) jest kombinacja liniowa oy 1 ao? Znalezé te kombinacje.

13 § Niech V bedzie przestrzenia liniowa, 3 € V oraz oy, qo, ..., ai bedzie uktadem lin-
iowo niezaleznym. Wykazaé ze § € lin(ay, g, ..., ax) wtedy i tylko wtedy gdy oy, aw, ..., ag,
jest liniowo zalezny.

14 DOM Niech oy = (1,3,1), an = (2,2,1), a = (=3,0,1). Znalez¢ (jesli istnieje) taki
wektor as, ze uklad aq, aa, asz jest baza R3 i wektor o ma w tej bazie wspéhrzedne 2,-3, 1.
b) to samo polecenie gdy a = (3,5, 2).

15 Niech W C R* bedzie opisane przez réwnania x; + 2o + 24 = 0 i 23 — x4 = 0. Czy
wektory (1,0,0,1), (0,1,0,1), (0,0,1,2) mozna dopeli¢ wektorem 3 € W do bazy R%.

16 Niech W C V bedzie podprzestrzenia liniowa. Wykazaé, ze uklad aq,...,ap € V
mozna dopeli¢ do bazy wektorami z W wtedy i tulko wtedy gdy:

1) jest uktadem liniowo niezaleznym oraz
2) Lin(ay, ..., qx) oraz W w sumie rozpinaja V.

17 a) Ile jest k-tek wektoréw liniowo niezaleznych w (z,)"?
b) Ile jest baz liniowo niezaleznych w (Z,)™?
c) Ile jest podprzestrzeni liniowych w (z,)"?

18 Udowodni¢, ze istnieje nieprzeliczalny liniowo niezalezny podzbiér w przestrzeni funkcji
(22)N = {f : N — Zp}.
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