Funkcje Analityczne Grupa 3, jesien 2008

Czternasta porcja zadan.

Uwaga: i) W kazdym zadaniu mozna korzysta¢ z poprzednich jego czesci i innych
zadan, nawet, jesli sie ich nie rozwiazalto.

ii) Wezesniejsze porcje zapisane sa dalej, w odwroconej kolejnosci.

iii) Na ¢wiczeniach prosze tez zglaszaé rozwiazanie nie omawianych dotad zadan
wczesdniejszych serii.

UWAGA Ponizej zamieszczam druga porcje pisemnej pracy domowej. Ci, ktorzy
chca uzyskaé za nia jakiekolwiek punkty (za obie porcje mozna uzyskaé tacznie 5 z
30p), powinni odda¢ ja w pigtek na poczatku éwiczen. Jesli jednak otrzymam ja do
srody 21 bm do godz. 14.45, to umozliwi mi to sprawdzenie jej do piatku i zwrot na
¢wiczeniach z ew. uwagami. Prace mozna wktada¢ do koperty wiszacej przy drzwiach
mego gabinetu 5560. (Rowniez zalegta pierwsza porcje pracy pisemnej mozna tam
wktada¢ do wtorku 20 bm, godz. 12.)

Pisemna praca domowa
Obliczyc nast(gpujqce caltki:
fo sin’ @ dz, gdzie a > b > 0. (Por. porcja 12.)

a+b cos T

b) Jy ey

fo 1‘3_‘;” d:z: (Wskazowka: lemat Jordana z ostatnich éwiczeri, patrz tez np. w
skrypcie §IV 9.)

Jako ,zwykta” (ustna) prace domowa wyznaczam zadania:

1. W oparciu o tw. Rouche’go znalezé sume krotnosei pierwiastkow rownania f(z) =
0, lezacych w dysku |z] < 1, gdy
a) f(z) =2" =523+ 22 =2, b) f(2) =27 — 220 + 22 + 82

2. Dowiesé, ze dla a > e rownanie az” = exp(z) ma w kole |z| < 1 dokladnie n
pierwiastkow (uwzgledniajac krotnosci).

3. Przemysle¢ rozwigzanie dowolnego z zadan 3.9.2. 3.9.3, 3.9.4 ze zbioru Krzyza,
wykorzystujacego ,zasade argumentu’.

sin x

~*dz, podanego w podrecznikach (patrz tez

4. Przemysle¢ wyliczenie catki fooo
skrypt, §IV .9) i w podobny sposob wyznaczy¢ fooo(si%ﬁdx.

Trzynasta porcja zadan.

UWAGA W miejsce ¢éwiczeni, zajetych przez kolokwium, odbeda sie dodatkowe
¢wiczenia w CZWARTEK 15 I, w godz. 16.15-17.45, w sali 2070.



UWAGA Na ¢wiczenia pigtkowe wyznaczona jest nastepujaca pisemna praca do-
mowa:

1. Rozwina¢ funkcje 1/(z — 1)(z — 2) w szereg Laurenta w pierscieniu 1 < |z| < 2.
(Uzy¢ rozktadu na utamki proste.)
2. Dla nastepujacych funkcji, okresli¢ rodzaj kazdego z jej punktow osobliwych (w
przypadku biegunéow wyznaczy¢ ich krotnosé) i residuum funkeji w tym punkcie:
a) f=tg% b) f(z)=(1—-cosz)/2% c) f=1/(cos+sin).
Jako zadania ,justne” na ¢wiczenia w czwartek prosze przemysle¢ nierozwigzane
zadania ostatnich dwoch serii.

Dwunasta porcja zadan.
Zadania 1-3 pochodza z kolokwium grupy prof. Oleszkiewicza.

1. Rozwinaé funkcje g(z) = 1/(2%+ 1) w szereg Laurenta o §rodku w punkcie zg = .
Wspotezynniki prosze przedstawié¢ explicite - bez uzycia calek, sum nieskonczonych
itp. (Zadanie to odpowiada zadaniu 3 ,naszego” kolokwium, ktore wypadto najstabiej.
Oba zadania prosze przemysle¢; wskazowka to rozktad na utamki proste.)

2. Niech Si(x fx Smtdt dla x € (0,00). Cgzy istnieje funkcja holomorficzna
h.(C—>(Ctaka zeh( ) = Si(x) dla x > 07

3. Czy istnieje szereg potegowy zmiennej zespolonej z, o sSrodku w 0 i nieskoriczonym

promieniu zbieznosci, ktory jest niemal jednostajnie zbiezny w zbiorze U = {z € C :
Rez > 0}, nie jest w tym zbiorze jednostajnie zbiezny, i ktérego suma jest funkcja
ograniczong na U?

Przypomnienie. Twierdzenie o residuach orzeka, ze jesli petla v : [a,b] — U jest

w zbiorze otwartym U homotopijnie trywialna (tzn. homotopijna z petla stala), zas
funkcja f jest okreslona i holomorﬁczna w U \ P, gdzie P jest pewnym skonczonym
podzbiorem zbioru U\~(|a, b]), to 5 f f(z)dz = cpres,(f)-indy(7), gdzie ind,(7)
to ,indeks punktu p Wzglqdem pqth v, Wyznaczaj@cy ile razy petla v okraza punkt p.
(Scista definicja bedzie oméwiona na wyktadzie; dla nas wazne jest to, ze dla dysku D
zachodzi ind,(0D) = 1 gdy p € D iind,(0D) =0gdy p ¢ D.)

Twierdzenie to sprowadza obliczenie rozwazanej catki do wyznaczenia residuéow
funkcji podcatkowej w jej punktach osobliwych (gdy wszystkie one sa izolowane).

4. Udowodnié¢, ze gdy f jest funkcja dwoch zmiennych rzeczywistych, ciaggta na
brzegu kola jednostkowego D = D(0, 1), to fo% f(cost,sint)dt = [, g(z)dz, gdzie
9(z) == f(5(z+ 271, 5(z— 2z71)) dla z € OD.

5. Wykorzystujac zadanie 4, wyznaczy¢ ponizsze calki:



27 . 21 27 .
a) 0 1—2aél(fst+a2 ,gdme ac (0’1)’ b> 0 (2+S£st)2 ? C) 0 cosdtt—i—a ’gdZIe a>1.

Wskazowka: wychodzac z zadanej funkcji podcatkowej f(cost,sint) wyznaczy¢ odpo-

wiadajaca jej funkcje g, przedtuzy¢ ja do funkcji majacej w dysku D tylko skoriczenie

wiele izolowanych osobliwosci 1 obliczy¢ |, ap 9 W oparciu o twierdzenie o residuach.

Jedenasta porcja zadan.

1. (Uzupemienie zadania z ¢wiczeri.) Dowiesé, ze nie istnieje funkcja f, holomorficzna
w dysku D = D(0,1), ciagta w D i taka, ze f(2) = z dla z € 9D, na nastepujacej
drodze:

a) dla funkcji tej prawdziwy bytby wzor catkowy Cauchy’ego (to uzasadniono na
¢wiczeniach). Wywnioskowaé stad, ze zachodziloby f(re'®) = e g(r), a zatem i
f(z) = Zh(|z|) dla pewnych funkcji g, h.

b) Korzystajac z réwnaii CR dowiesé, ze h(t) = ¢/t? i wobec tego f(2) = ¢/z, dla
pewnej statej ¢ — a wiec funkcja f NIE jest okreslona na calym dysku D.

Przypomnienie. Niech funkcja f bedzie holomorficzna w otoczeniu naktutym punktu
piniech g(2) = >0 cr(z — p)* bedzie jej rozwinieciem Laurenta wokot p. (,Oto-
czenie naktute” punktu p to otoczenie, z ktorego by¢ moze usunieto punkt p.) Wazne
okaze sie wyznaczenie nastepujacych wielkosci:

* wspotezynnika c_q, ktory nazywa sie residuum funkeji f w punkcie zg; bede je
oznaczal res,(f), oraz

* liczby k& = inf{i : ¢; # 0}, ktora oznacze k(p) lub k¢(p). Gdy k # —oo, to
nazwe ja krotnoscig punktu p jako uogélnionego zera funkcji f, cho¢ nazwa ta
nie jest ogdlnie przyjeta. Jest ona zwiazana z krotnoscig zera omawiang na ostatnich
¢wiczeniach tym, ze —jak wowczas— w pewnym otoczeniu naktutym V' zachodzi f(z) =
(z —p)*g(2) dla pewnej funkcji g € H(V U {p}) takiej, ze g(p) # 0; roznica jest ta, ze
teraz dopuszczamy mozliwosé, iz k < 0. (Pomijam tu przypadek, gdy & = —oo, tzn.
f ma w punkcie p osobliwos¢ istotna.)

Sposoby wyznaczania k(p) i res, f omoéwione sa w podrecznikach; w skrypcie przed-
stawiam je na przyktadach w §4.2. (Wprowadzitem tam nieznaczne zmiany, wiec prosze

zajrzeé do ostatniej wersji.)

2. Wyznaczy¢ liczbe kf(p) dla kazdego punktu p, w ktérym funkcja f jest nieokre-
slona, gdy:



£) f(z) = (" = 1) Texp(1/(1 - 2)).

3. We wszystkich punktach nieokreslonosci funkcji f znalez¢ jej residuum, gdy

a) f(z) = (z*+1)/(z - 2)
b) f(z) =cosz/(z —1)

¢) f(z) =2%/(z* +1)°

d) f(z) = zel/?.

a) f(z) =2""1/(z" +a")

b) f(z) =e*/(z—1)"

¢) f(z) =sin(z/(z + 1))

d) f(z) = 2"sin(1/z); rozwazy¢ kazda caltkowita wartosé n.

Dziesigta porcja zadan.

Przypomnienie Niech funkcja g bedzie holomorficzna w otoczeniu punktu 2y i niech

9(z) = Doy cr(z — 20)* bedzie jej rozwinigciem Taylora wokot punktu zp. Moéwimy,
ze liczbhan =0,1,... jest krotnoscig punktu z, jako zera funkcji g, jesli ¢, # 0
ic; =0dlai <n. Jest to rownowazne temu, by g(z) = (z — 29)"h(2), gdzie funkcja h
jest holomorficzna w otoczeniu punktu zy i h(zp) # 0. (W szczegolnosci, jesli krotnosé
2o jako zera funkcji f jest zerowa, to zg nie jest w potocznym sensie zerem tej funkcji.)
Zauwazmy, ze gdy zg jest zerem k—krotnym funkcji g7 i I-krotnym funkcji go, to jest
zerem k + [—krotnym funkcji g1 ¢o.

Uwaga 1. a) Gdy funkcje f i g sa holomorficzne w kole domknietym D, a g ma w

nim jedyne miejsce zerowe zy € D, krotnosci n, to [ op f/9 mozna wyliczy¢, piszac
UM g,

(z—20)"
Gdy n = 1, to nie musimy do tego znaé ,calej” funkcji h, a tylko jej wartos¢

b)
h(zp) (i wartos¢ f(zp)).

¢) Zas h(z) jest rowne wspoOtczynnikowi ¢; rozwiniecia Taylora funkeji g wokot

g(z) = (z — z9)"h(z) i stosujac wzor Cauchy’ego, wyznaczajacy faD

20, a tym samym rowne ¢'(z9)/1!. Dla n > 1 podobnie otrzymujemy wzory na
(f/h)"V(zy), zalezne od kolejnych pochodnych, w punkcie zy, funkcji f i g.

1. Wyznaczy¢ krotno$é kazdego z miejsc zerowych funkeji (sin z — 1)%sin 2.

2. Obliczyé¢ f oD z)dz, gdy okrag 0D zorientowany jest dodatnio i
a) f(z) =e cosz/(l + 2%)sinz, D= D(1+1,5/4);
b) f(z) = 2/(0.5 —sin?2), D = D(n/4,1);
c) f jest jak wyzej i D = D(0,1);
d) f(2) =1/(sinz — 1)%*sinz, D = D(0,1);
e) fjestjak wd)i D= D(n/2,1);
f) fjest jak wd)i D= D(1+1,2).



3. Udowodnic¢ nastepujaca regute de L’Hospitala: Gdy funkcje f i g sa w pewnym
dysku D = D(p,r) holomorficzne, lecz nie sa stale, to w C granica lim,_,, f(2)/g(z)
istnieje i jest rowna lim,_,, f'(2)/4d'(2).

4. Niech 0 bedzie zerem k—krotnym funkcji g i [~krotnym funkcji h. Gdy k > 0, to
ilukrotnym jest 0 zerem ztozenia h o g7



Dziewiata porcja zadan.

Uwagi dotyczace wzoru catkowego Cauchy’ego:
a) Gdy f € H{U) i z € D, gdzie D jest dyskiem ktorego domkniecie jest zawarte
w U, to we wzorze f(z) = 2%1 faD g_(’il dz mozna zmienié¢ catkowanie po okregu 0D na
catkowanie po dowolnej petli, ktora w zbiorze U \ {zy} jest homotopijna z petla 0D.
Wynika to stad, ze warto$¢ obu calek jest taka sama, na podstawie wczesniejszego
twierdzenia Cauchy’ego.

b) Gdy catkujemy po petli v funkcje f/g, to czasem uda sie roztozy¢ mianownik
g w iloczyn h(2)(z — 2)¥, dla pewnej funkcji holomorficznej h i pewnych k& € N i
29 € C. Wowcezas badang catke mozna staraé sie wyznaczy¢ stosujac wzor Cauchy’ego
na odpowiednia pochodna funkcji f/h.

Prosze sie tymi uwagami kierowac ponizej. Wszystkie petle orientujemy dodatnio.

1. Wyznaczy¢ catke [ 1%2, gdy I jest a) okregiem |z —i| = 1, b) okregiem |z+1| = 1,

c) okregiem |z| = 1/2, d) elipsq 2 + 4> = 1.

2. Obliczy¢ [, f(z)dz, gdy f(z) = e coszsinz/(1+ 2%) i T jest
a) okregiem o §rodku w 1 4 ¢ i promieniu 3/2,
b) prostokatem o wierzchotkach —1/2,1,1 + 27, (—1/2) + 2i.

3. To samo, gdy f(z) = €*/(z+2)%, zas T jest a) brzegiem kota zawierajacego punkt
—2, b) brzegiem kota nie zawierajacego tego punktu.

4. To samo, gdy f(z) = sin(rz/4)/(z*> —1) i T jest okregiem o réwnaniu 22 + 3> —
20 = 0.
Prosze tez pamieta¢ wezesniejszych zadaniach, ktérych dotad nie omawiano.

Osma porcja zadan.
1. Udowodni¢, ze moduly liczb cos(2i) i cos(3i) sa wigksze od 1.

2. a) W oparciu o rownania Cauchy’ego-Riemanna wyznaczy¢ funkcje holomorficzna
f : C — C wiedzac, ze funkcja u(x,y) = (Ref)(z + dy) jest rowna 22 — y? + xy dla
z,y € R.

Wskazowka: Napisa¢ f = u + v, gdzie u,v : R* — R i wyznaczy¢ d,v i Oyv pray
pomocy réwnaé¢ CR; nastepnie znalezé v, jako funkcje zmiennych x i y. (Jest ona
wyznaczona jednoznacznie z doktadnoscia do stalej.)

b) Wyznaczy¢ f jako funkcje zmiennej z.

Wskazowka: Mozna zgadnaé¢ rozwiazanie lub dojs¢ do niego np. tak. W otrzymanym
wzorze na f(z,y) przyjmijmy y = 0. Da to funkcje jednej zmiennej—dotychczas byta
ona nazwana x, lecz teraz zmienmy oznaczenia na z. Twierdze, ze wzor, ktory tak
otrzymamy, jest szukanym. Prosze to uzasadni¢ samodzielnie, korzystajac z zasady



izolowanych zer.

3. Analogiczne polecenia jak wyzej, gdy

i) v(z,y) = 222 — 2y* +

i) u(z,y) = 2e"siny

iii) v(z,y) = 2zy + 3z.
4. Wyznaczy¢ nastepujace catki krzywoliniowe (gdzie mozna, staraé sie utatwic¢ sobie
zadanie, korzystajqc z udowodnionych na wyktadzie twierdzen):

fc exp(z)dz, gdzie C' to tamana abc, przy a = 0,0=1,c=1+1.

b) [, exp(z)dz, gdzie C jest j.w.

c) f |z|dz, gdzie y(t) = cost +isint dla t € [—7/2,7/2].

d) f zdz, gdzie v jest j.w.

e) f7 sin(2z 4+ 1)dz, gdzie z jest j.w.

5. Niech U oznacza obszar ograniczony okregiem jednostkowym C' = {z : |z| = 1} i
prosta L, styczna do niego w punkcie 7. Przeksztalci¢ ten obszar w sposob réznowar-
tosciowy i holomorficzny na

a) pas Imz € (0, 7);
b) gorna potplaszezyzne Imz > 0.

6. Kazdy dysk o promieniu mv/2 zawiera punkt z taki, ze cosz € Z. (Wskazowka:
cos H(Z) = 1A + 277 dla pewnego zbioru A C R takiego, ze dist(t, A) < 1 Vt € R.)

Siédma porcja zadan.
1. Znalez¢ wszystkie rozwigzania rownania cos z = (3 + i) /4 takie, ze Rez € [0, 27).

2. Funkcje 1/ cos rozwijamy w szereg Taylora wokot zera. Wyznaczy¢ pierwsze trzy
wspotezynniki tego szeregu, w oparciu o to, ze jego iloczyn Cauchy’ego z szeregiem
funcji cos jest réwny 1+ 0z + 022 + ... .

3. Zrobi¢ to samo dla nastepujacych funkcji
a) cos?,
b) +/cos (bierzemy te gataz pierwiastka, ktora jest ciagta na C\ (—o0,0] ),
c) exp oexp.

4. Wyznaczy¢ calke [.(Rez)dz, gdy I' jest a) odcinkiem [0,1 + ], b) okregiem
jednostkowym o srodku w zerze.
Uwaga: odcinek orientujemy tak, by punkt 0 byl jego poczatkiem, a okrag tak, by
jego obieg byt przeciwny do ruchu wskazowek zegara.

5. Wyznaczy¢ catke fr |z|dz, gdy T jest
a) odcinkiem [—i, ], o poczatku w i,
b) prawym poétokregiem okregu jednostkowego, o poczatku w —i,
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¢) lewym potokregiem okregu jednostkowego, o poczatku w i.

6. a) Dowies¢, ze gdy Sh L

J=1 w—z;
{z1,..., 2k}, tzn. w = Z;?:l t;z; dla pewnych liczby nieujemnych ¢i, ..., ¢, speinia-
jacych warunek > . t; = 1.

b) W oparciu o to, udowodni¢ twierdzenie Gaussa—Lucasa: kazde miejsce zerowe
pochodnej wielomianu p lezy w uwypukleniu zbioru miejsc zerowych tego wielomianu.
(Wskazowka: zasadnicze twierdzenie algebry.)

= 0, to punkt w nalezy do uwypuklenia zbioru

Szosta porcja zadan.

1. Zbadac, dla jakich liczb zespolonych z, ciag a, =1+ 2+ -+ - + 2" jest zbiezny
a)wC, b) wC.

2. a) Korzystajac ze wzoru na sume postepu geometrycznego, na pewnym dysku
o srodku w i rozwina¢ funkcje 1/z w szereg potegowy wokot i. Jaki jest promien
zbieznosci tego szeregu?

b) To samo z funkcja 1/2%. (Skorzystac z a).)

3. Udowodnié, ze jesli suma szeregu potegowego >~ o a,, 2", majacego promieri zbiez-
nosci r > 0, jest rzeczywista dla z € (0,7/2), to wszystkie wspotezynniki a,, sa rze-
czywiste.

4. a) Udowodnié, ze funkcja cos(1/z) jest holomorficzna w C \ {0} i istnieje ciag jej
miejsc zerowych, majacy w C punkt skupienia.

b) Zbada¢, w ktorych punktach holomorficzna jest funkcja f(z) = zRez, i to samo
z funkcjy g(z) = 22y —i(2? — y?) dla 2 = x + yi.

5. Przeksztalci¢ konforemnie zbior z > 0,y > 0 na dysk |z| < 1 tak, by punkt (1, 1)
przeszed! na srodek kota.

Prosze tez pamieta¢ o nieomawianych zadaniach weze$niejszych!

Piata porcja zadan.

Przypominam o jednym z poczatkowych zadan — by przeczytaé¢ o wtasnosciach
funkcji exp . Obecnie dorzucam” do tego tez funkcje trygonometryczne cos i sin.

1. a) Dowiesé, ze dla dowolnej zespolonej liczby w i rzeczywistej av rownanie e* = w
ma dokladnie jedno rozwiazanie w pasie Imz — « € (0, 27).
b) Gdy o = 0, wyznaczy¢ obraz tego pasa oraz zawartych w nim odcinkow Rez = xg
i prostych Imz = yj.

2. Naszkicowaé¢ obraz przy przeksztatceniu z — e*
a) prostej y =z



b) pasay — x € (0, 2m).
3. Dowiesé, ze sinz = sin z i podobnie dla funkeji cos.
4. a) Czym jest obraz potptaszezyzny Imz > 0 przy funkcji cos?
b) Jaki jest zbior wartosci funkeji tg = sin / cos?
5. Zbadac, dla jakich z funkcje cos, sin, tg przyjmuja wartosci a) czysto rzeczywiste,
b) czysto urojone.
6. Przedstawi¢ kazda z funkcji cosh i sinh w postaci v + v, gdzie uw i v przyjmuja
wartosci rzeczywiste. (Tu coshz = (e* +e7%)/2isinhz = (e — e #)/2.)

7. Dowiesé, ze w kole D(0,r) zachodza nieréwnosci |sin z| < coshr, |cos z| < coshr.

Czwarta porcja zadan.
1. Udowodni¢, ze pole trojkata o wierzchotkach 0, 21, 29 jest rowne [Im(z1%2)|/2.

2. Niech f(2) = |z|> i s(z) = z. Dla kazdej z tych funkcji f : C — C wyznaczy¢
pochodnag i zbior punktéw rézniczkowalnosci, gdy roézniczkowanie rozumiane jest
a) w sensie rzeczywistym (tzn. tak, jak na Analizie 2, przy czym C utozsamiamy
z R?:; wyznaczenie pochodnej polega na podaniu jej macierzy w standardowej bazie
przestrzeni R?);
b) w sensie zespolonym (wtedy pochodna, gdy istnieje, jest liczba zespolona).

3. Dowiesé, ze jesli w punkcie p istnieje pochodna zespolona funkcji f : C — C, to
w punkcie p istnieje pochodna zespolona funkcji ¢ = so f o s, gdzie s : C — C to
sprzezenie z — Z.

4. Przeksztalci¢ konforemnie soczewke {z : |2| < 1i]z — /3| > 2} na gorng
potplaszezyzne.

5. a) Dowiesé, ze jesli homografia h ma doktadnie jeden punkt staty p, to dla pewnej
stalej a # 0, obraz w = h(z) dowolnego punktu z jest z tym punktem zwiazany

réwnaniem wL_p =a+ z%

b) Podobnie jest, gdy h ma dwa rozne punkty stale p,q, a rownanie ma postac
wop _ oZ7P
w—q z—q

+zadania z poprzednich serii, przede wszystkim zadania 6 1 7 z §1.6.C skryptu.

Trzecia porcja zadan.

1. a) Okresli¢ wzorem homografie, przeksztatcajacg punkty —i, 1,7 na —1,0,1, od-
powiednio.

b) Okresli¢c wzorem przeksztatcenie Mobiusa, przeksztalcajace punkty oo,0,1 na
0,1, 00, odpowiednio, zas gorng potptaszczyzne Imz > 0 na poiptaszezyzne dolng

-9



Imz < 0.
2. Znalez¢ zbior h(X), gdy
a) h(z) =(z—1)/(z+1), a X todysk {z: |2] < 1}.
b) h(z) = (2 — i) /(2 +1), a X jest czescig wspolng kot o promieniu v/2 i srodkach
w —1 11, odpowiednio.
3. a) Znalez¢ homografie, przeksztalcajaca potkole {z : |z| < 1,Imz > 0} na ¢wiartke
{z : Imz > 0, Rez > 0}.
b) Przeksztalci¢ powyzsze potkole konforemnie na potptaszezyzne.
¢) Przeksztalci¢ konforemnie na potptaszezyzne czesé wspolna kot o promieniu 1 i
srodkach w 0 i 1, odpowiednio.
4. =zadanie 6 z §1.6.C skryptu (byto juz w serii 1).
5. =zadanie 7 z §1.6.C skryptu.
-+ przypominam o innych nierozwigzanych zadaniach wcze$niejszych serii!

Druga porcja zadan.

1. Zbadaé, w co przechodzi przy przeksztatceniu z — 1/z
a) rodzina prostych réwnolegltych y = x + b, b € R;

b) prosta y = kx, k€ R\ {0};

¢) rodzina prostych przechodzacych przez punkt zy # 0;
d) parabola y = z? (znalez¢ rownanie obrazu).

Jako kolejne wyznaczone sg zadania 4 i dalsze z poprzedniej serii.
Pierwsza porcja zadan.

a) Prosze opanowaé wiadomosci o przeksztalceniach Moebiusa ze stron 15-16 skryptu,
tzn. rozwigza¢ zadania 1-6 dotyczace tych przeksztatcen.

b) Prosze jako kolejne rozwiaza¢ 2 zadania ze strony 3.

Skrypt jest wywieszony na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/ torunczy /FA/

¢) (jako zdanie 9): prosze zaznajomié sie z opisem funkcji exp. (Zrédio dowolne,
zawsze dobrze jest siega¢ do roznych.)
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