Zadania z funkcji analitycznych 2015

8.1.2019

Zadania juz zrobione sa oznaczone przez @

1 Zalézmy, ze ad — be # 0. Udowodnié, ze funkcja h : {z € C | ¢z +d # 0} — C zadana formula

h(z) = ‘C‘jifl przedtuza sie do homeomorfizmu C — C.

2 & Wykazaé, ze homografie przeksztalcaja okregi (lub proste) na okregi (lub proste).

3 & Dana dwie niezerowe liczby a # b € C. Niech O; bedzie okregiem zawierajacym a, b i 0.
Niech Oy bedzie okregiem zawierajacym a i b oraz prostopadlym do O;. Niech O3 bedzie okregiem
prostopadlym do O; i Oy oraz przechodzacym przez 0. Udowodnié, ze O1 N O3 = {0, c}, gdzie ¢ jest
$rednia harmoniczna a i b.

4 & Niech A bedzie okregiem lub prosta oraz niech B bedzie okregiem lub prosta. Udowodnié, ze
istnieje homografia przeksztalcajaca A na B.

5 & Udowodnié, ze homografia zadana przez macierz o wyrazach rzeczywistych zachowuje
Hy = {z € C|im(z) > 0}.

6 & Pokazaé, ze homografia h(z) = j—;; przeprowadza Hy na dysk jednostkowy D. Opisaé obrazy
prostych re z = const, im z = const oraz okregéw |z| = const.

7 Pokazaé, ze homografia h(z) = —jﬂ przeksztalca DNHy na {z € C : imz > 0, rez > 0} i opisaé

obrazy prostych przechodzacych przez zero i okregdéw o $rodku w zerze.

8 Pisemnie. Niech ]
F={zeC : |rez| < 2’ |z| > 1, Im(z) > 0}.

Wykazaé, ze

Hy = U hA(F)7
A€SL(Z)

gdzie h4 jest homografia zadana przez macierz A.




9 & Niech z1, 29, 23, 24 € C. Definiujemy dwustosunek czwoérki punktéw jako

(23 — 21) (24 — 22)
(23 — z2)(2a — 21)

d(Zl, 22, 23, Z4) -
Wykazaé, ze homografie zachowuja dwustosunek.

10 & Dane dwie czwérki parami réznych punktéw z1, 2o, 23,24 € C 1 21, 25, 25, 2y € C. Wykazaé, ze
jesli d(z1, 22, 23, 24) = d(2], 25, 24, 2}) to istnieje homografia przeksztalcajaca jedna czwérke na druga.

11 & Niech f(z) = Y_1", axz* bedzie wielomianem, ktéry spehia sup|;=1|f(2)| = M. Udowodni¢, ze
oo lag|? < 2nM?%. Wywnioskowaé stad, ze jeéli wielomiany f, daza do 0 na S' w normie supremum,
to sumy kwadratéw modutéw ich wspélczynnikéw daza do O.

12 & Udowodnié¢, ze nie istnieje ciag wielomianéw dazacych w normie supremum na S' do funkcji
Z = Z.

na wtorek 17 marca

13 & W ktérych punktach funkcja f(z,y) = xe¥ + iy e* ma pochodna zespolona?

14 & Niech z i y beda wspélrednymi w R?. Formalnie z,y € (R?)*. Baza przestrzeni (R?)* ® C ~ C?
sg funkcjonaly dz := dx + i dy oraz dz := dx — i dy. Znalezc baze sprzezona przestrzeni (R?) ® C ~ C2.

0
1
i zadaje rozklad na przestrzenie wlasne May2(R) = V4 @ V_1. Dana funkcja f = (u,v) : R?2 — R
Zapisa¢ macierz pochodnych czastkowych jako sume macierzy niezmienniczych i antyniezmienniczych.

Poréwnaé ten rozklad z rozktadem roézniczki na gf: i af reprezentowanych jako macierze (korzystajac z

-1
15 Niech J = ( 0 > Prrzeksztalcenie rzeczywistych 2 x 2 macierzy A — JAJ ™! jest inwolucja

o . . . . . —b
utozsamienia C z macierzami rzeczywistymi 2 x 2 postaci (Z a >)

16 & Dana funkcja holomorficzna f : U — C. Niech g = |f|? : U — R. Wykazaé 8—9 a—g 412

17 Q Pokazaé, ze jesli f = w4+ v jest rézniczkowalna, to w i v sa harmoniczne, tzn % + g—yg =0
oraz 312 + 2;2 = 0. Méwimy, ze u i v sa funkcjami harmonicznymi sprzezonymi.

18 & Majac dana funkcje u(z,y) znalezé wszystkie funkcje harmoniczne do niej sprzezone oraz
odpowiednie funkcje holomorficzne. (a) zy, (b) 2% — y? + zy, (c) Tiy?’ (d) log |z|.

19 Pokazaé, ze warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by funkcja u(x,y) harmoniczna w
obszarze U miala harmoniczng sprzezona, jest istnienie w obszarze U funkcji pierwotnej do funkcji

f(2) = up — tuy.

na wtorek 24 marca

20 & Niech f bedzie funkcja holomorficzna na otwartym zbiorze. Wykazaé:
a) Jesli f(U) CR, to f = const
b) Jesli f jest holomorficzna, to f = const

21 & Niech sin(z) oraz cos(z) : C — C beda funkcjami zadanymi znanymi szeregami potegowymi.
Udowodnié sin(z) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy z = km, cos(z) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy z = (k—i—%)w.
Ponadto obraz zbioru —m < re(z) < 7 jest cala plaszczyszna zespolona.

22 & Niech f,g : U — R, U C R? beda funkcja mi spelniajacymi fy = 9. Wykazaé, ze funkcja
okreslona wzorem F'(z,y) fo f(tx, ty)x + g(tx, ty)y)dt spelnia réwnanie F, = f, F, = g.



23 & Wykazad, Ze na zbiorze wypuklym kazda funkcja harmoniczna ma sprzezona,.

24 & Udowodni¢ (tw Gauss-Lucas): Niech f bedzie wielomianem. A f’ jego pochodna. Wtedy
pierwiastki zespolone f’ sa zawarte w uwypukleniu zbioru pierwiastkéw zespolonych f.

25 & Sprawdzié, ze ¢(r e't) = (2rcos(t)/(r?+1),2rsin(t)/(r?+1), (r?—1)/(r?>+1) zadaje homeomor-
fizm R? = C ze sfera jednostkows S? C R? z usunietym punktem (0,0, 1). Wykazaé, ze przeksztalcenie
to zachowuje katy pomiedzy krzywymi.

26 Udowodni¢, ze pole tréjkata o wierzchotkach 0, 21, z2 jest réwne |Im(z122)|/2.

27 Kazda funkcja wymierna, tzn postaci f(z)/g(z), gdzie f i g sa wielomianami, zadaje ciagla funkcje
sfery Riemanna C — C. Czy exp przedtuza sie do C?

na wtorek 31 marca

28 Przeksztalcié réznowartosciowo i konforemnie ¢wiartke {z : |z| < 1, re(z) > 0, im(z) > 0} na
dysk jednostkowy.

29 Przeksztalcié réznowartosciowo i konforemnie soczewke {z : |z| < 1, |z — v/3| > 2} na gérna
polplaszczyzne.
30 & Niech Log(z) : C\R<g — C bedzie gatezia gléwna logarytmu oraz a® := exp(b Log(a)). Obliczy¢é

a) Log(1+1), b) i, ¢) (1 —i)3%, d) (i*)? — 4.

31 Niech Log(z) : C\ R<g — C bedzie galezia gléwna logarytmu. Dla dowolnego r € R obliczy¢
granice
lin}F(Log(T +it) — Log(r — it))
t—0
32 Obliczy¢ catke:
a) fA/?dz, y(t) =€, te0,2n]
b) [ L yt)=€, tel0,m/2]
d .
o [, 5, yt)=1-t+ti tel0,1]

33 Obliczyé
1 1

lim — )ds
t=0t J—ij) 2—8 z2+s
34 Korzystajac z tozsamosci ﬁ =1l-w+w?—-- — (=)l ! 4 (=1)"1%; pokaza¢, ze dla
z=¢e te (—mm)
wn
Log(1+2) =2z —22/2+23/34+ -+ R, (2), gdzie R,(z) = (—1)”/ dw.
0.2 1+ w

Wywnioskowaé, ze dla t € (—m, 7) mamy zbieznosé

eQit e3it
+

L 1 iy it
og(l+e')=e 5 3

oraz

1 1 1
§t = sin(t) — 3 sin(2t) + 3 sin(3t) — ... .

35 Niech f: U — C bedzie funkcja holomorficzna. Pokazaé, ze dla kazdej petli kawatkami gladkiej

Re (/vf(z)f’(z)dz) =0.

Jesli zrobimy poprzednie zadania i zostanie czas:



36 Niech f(z) = 3(2+27!). Udowodni¢, ze f przeksztalca réznowartosciowo zbiory {z € C : [z] > 1}
i{zeC :0<|z|] <1} naC\[-1,1], zas$ zbiér {z € C : im(z) >0} na C\RU (—1,1) (Wskazéwka:
opisa¢ obrazy brzegéw badanych zbioréw.)

37 Zbadac, dla jakich z funkcje cos, sin, tg przyjmuja wartosci czysto rzeczywiste i czysto urojone.

38 Udowodni¢ |sinh(im(z))| < |cos(z)| < | cosh(im(z))].

39 Udowodni¢ |sin(z)| < cosh(|z|), | cos(z)| < cosh(]|z])

40 Udowodni¢, ze kazdy dysk o promieniu 71/2 zawiera punkt z taki, ze cos(z) € Z.

na 1 kwietnia

41 Pokazaé, ze dla |z| < % zachodza nieréwnosci:
1 3
Slel < [Log(1 +2)] < 22l

Wskazéwka: Log(1l+ z) = [; dw.

1
[0,2] 1+w

42 Zmalezé relacje pomiedzy f[a o (2)dz a f[a o (2)dz. Wykazaé, ze réwnosé

(2)dz = f(z)dz
[a,b] [a,b]

zachodzi dla kazdej funkcji f wtedy i tylko wtedy gdy b — a € R.

43 a) Podaé przykiad funkcji holomorficznej F' okreslonej na otoczeniu odcinka [a, b], takiej, ze nie
istnieje ¢ € [0,1] o wlasnosci F(b) — F(a) = F'(ta+ (1 — t)b) - (b — a).
b) Niech F' bedzie funkcjg holomorficzna. Udowodnié, ze istnieje v € conv(F'(ta + (1 —t)b) |t € [0,1])
o wlasnosci F(b) — F(a) =v - (b — a).

44 Niech ~ bedzie krzywa postaci v(t) = r(t)e®, t € [0, 27|, gdzie r(t) jest funkcja ciagta, dodatnia i
r(2m) = r(0). Wykazaé, ze krzywa + rozcina plaszczyzne na dokladnie dwie sktadowe. Wsk: rozwazy¢
calka fﬁ/ & dlaa € C\ ([0, 27)).

zZ—a

45 Niech P i @ beda wielomianami oraz deg(P) < deq(Q) — 1. Zalézmy, ze wszystkie pierwiastki @

leza w obszarze ograniczonym przez zamknieta krzywa bez samoprzecie¢ y. Obliczy¢ catke f7 ggzg dz.

na 21 kwietnia

46 Dla |a| # r # |b| obliczy¢ fa(DT)(z —a) "™(z — b)""dz, gdzie (D) jest brzegiem dysku o srodku
w 0 1 promieniu r.

47 Obliczy¢ fa(D2)(22 — 1) "dz.
48 Wykazaé, ze [, Zdz = 2i - pole(U)
49 Do domu pisemnie. Niech f bedzie funkcja holomorficzna okreslong dla z < R. Wykazaé, ze

/ f(z)dzdy = TR2£(0).
|z|<R

50 Niech P i @ beda wielomianami oraz deg(P) = deq(Q) — 1. Zalézmy, ze wszystkie pierwiastki Q

leza w obszarze ograniczonym przez zamknieta krzywa bez samoprzecie¢ y. Obliczy¢ catke f7 58 dz.

na 28 kwietnia



51 Niech f bedzie funkcja holomorficzna okreslona dla z < R. Przez &, oznaczamy pierwiastek
pierwotny stopnia n z jedynki. Pokazaé, ze f(0) jest granica $rednich arytmetycznych swoich wartosci
w wierzchotkach n-kata, tzn.

52 & Rozwinaé funkcje H% w szereg Taylora wokdl punktu 1 i znalezé promien zbieznosci

1
C e 1. . . (n) no. .
53 Wykazaé, ze jesli f jest holomorficzna to ciag (Mﬂ) jest ograniczony.
54 & Niech f : C\ A — C, bedzie funkcja holomorficzna, przy czym zakladamy, ze zbiér A jest
dyskretny oraz w zadnym punkcie z A nie mozna okresli¢ holomorficznego przedtuzenie f. Wykazaé ze

promien zbieznosci szeregu Taylora w zerze jest réwny min{|a| : a € A}.

55 Dana funkcja holomorficzna f na otoczeniu dysku jednostkowego D;. Rozwiniecie f jest postaci
ooy an2". Zakladamy, ze |f(z)| < 1 na D;. Wykazaé, ze dla k € N mamy

- |2/*
Z apnz”| < dla z € Dy
1—|z|
n=k
My (r)

Wsk. Skorzysta¢ z nieréwnosci Cauchy’ego |an| < =5, gdzie M,.(f) = max{|f(z)| : |z| = r}.
56 Dana funkcja holomorficzna f : C — C. Pokazaé, ze jesli dla pewnych M, R > 0,
[f(2)] < M|z"]
dla |z| > R, to f jest wielomianem stopnia n.

57 Niech f(z) bedzie wielomiandem stopnia n. Pokazaé, ze dla 0 < r < s mamy

My(r) | My(s)

9

a réwnosé zachodzi tylko gdy f(z) = az™ dla a # 0.

na 5 maja

58 Funkcja holomorficzna f jest okreslona w otoczeniu zera. Wykazaé, ze jesli f przyjmuje wartosci
rzeczywiste we wszystkich punktach postaci % dla n € N, to rozwiniecie f =Y > a,2" ma wszystkie
wspdlczynniki rzeczywiste.

59 Niech U C C bedzie otwartym zbiorem ograniczonym oraz niech f : U — C bedzie funkcja ciagta,
holomorficzna na U. Wykazaé, ze jesli modut f jest staly na U, to albo f jest stala, albo f zeruje sie
w pewnym punkcie zg € U.

60 Niech f bedzie funkcja holomorficzna okreslona na otoczeniu dysku. Zalézmy, ze f(S') C R. Czy
f musi by¢ stata? (Wsk. skorzysta¢ z zadania poprzedniego dla exp(if(z)).)

61 Niech f : C — C bedzie funkcja holomorficzna. Udowodnié, ze f jest postaci §, gdzie g i h sa
wielomianami.

62 Wykazad, ze jesli wielomian P(z) stopnia n spenia oszacowanie | P(z)| < M na kole jednostkowym,
to poza kotem jednostkowym spemia |P(z)| < M|z|™.



na 12 maja

63 PISEMNIE Niech P(z) bedzie wielomianem stopnia n. Zakladamy, ze mamy oszacowanie |P(z)| <
M na odcinku taczacym —1 i 1. Udowodnié, ze |P(z)| < M(a + b)™ wewnatrz elipsy o ogniskach —1,1
i pétosiach a i b.

Wsk. Rozwazy¢ przeksztalcenie z = £ (w + w™1). Jedli ¢p(w) = §(w +w™1), to ¢({|z| = r}) = elipsa.
Uwaga: Stwierdzenie, ze a > b sa pSlosiami elipsy o ogniskach 11 —1 implikujem, ze a® —b%> = 1. Wtedy
a=4%(r+1),b=3(r— 1) dla pewnego r € R.

64 Niech f bedzie funkcja holomorficzna na otoczeniu dysku domknietego o srodku w 0 i promieniu
r. Niech M = Mg(r) = supp,—{|f(2)|}. Wykazac, ze jesli f(0) # 0, to liczba réznych pierwiastkow
funkeji f w kole {|z] < %r} nie przekracza m(]\l{{%.

— Wsk: Niech z1,29,...,2, pierwiastki f, |z;| < 5. Pokaza¢, ze dla g(z) = f(2)/[](z — z;) mamy
190)121] - |2a] < maxizer lg((5)".

— Zmodyfikowa¢ to zadanie, tak aby otrzymaé ograniczenie na ilo$é zer funkcji w dysku o promieniu
r’ < r (nie koniecznie 1’ = Ir).

65 Niech f bedzie funkcja holomorficzna na otoczeniu dysku domknietego o srodku w 0 i promieniu
R. Niech r < R. Wykazac, ze

supllf(:) = 1| s T < <R} > 1.

Wywnioskowaé, ze % w pierscieniu 7 < |z| < R nie jest granica jednostajng ciagu wielomianéw.

66 Niech P(z) bedzie wielomianem stopnia n. Wykazaé, ze poziomica |P(z)| = a nie moze mie¢
wiecej niz n sktadowych. (dokoriczyé dla przypadku gdy pozomica nie jest gltadka krzywq korzystajac z
faktu, zZe kazda funkcja holomorficzna po zamianie ukladu wspdlrzednych jest postaci a + 2")

— Jak moze wygadaé konfiguracja krzywych na plaszczyznie opisanych réwnaniem |P(z)| = a? Czy jest

mozliwe by jeden okrag byt wewnatz drugiego okregu?

67 Funkcja holomorficzna f przeksztalca dysk jednostkowy D = {|z| < 1} w siebie, ponadto f(0) = 0.
Wykazaé, ze |f(2)| < |z| 1 |f'(0)] < 1. Pokazaé, ze jesli w pewnym punkcie zg # 0 zachodzi réwnosé
|f(20)] = |20[, to f(z) jest postaci £z gdzie [¢| = 1.

68 Niech f : D — D bedzie funkcja holomorficzna, taka, ze
— f jest bijekcja,
— 0 jest punktem stalym f.
Wykazaé, ze f(z) jest postaci £z gdzie €] = 1.
na 26 maja
&)= nie robimy, & = juz zrobione

69 @Wykazaé, ze jesli funkcja holomorficzna f : D — D ma dwa punkty stale, to f(z) = z.

70 ®@Wykazaé, ze jesli funkcja f : D — D jest holomorficzna, to mamy

() 1
T 1f()E S T- o2

—f(20)

Wsk. Rozpatrzeé zlozenie ho f o g, gdzie g(2) = Z22 i h(z) = et
—f(z0)z

14+Zzpz

71 Dana funkcja holomorficzna f : D — C spelaniajaca f(0) =01 Re(f(z)) < 1. Wykazadé, ze

2||
1— |z

|f(2)] <

72 Niech f:Hy — Hy bedzie funkcja holomorficzna. Wykazaé, ze |f/(i)| < Im(f(i)).

Wsk. Uzy¢ homografii postaci Z=2.

a




73 & Opisaé wszystkie holomorficzne bijekcje (tzn holomorficzne automorfizmy) otwartego dysku
jednostkowego.

74 @Niech f : D — D bedzie funkcja holomorficzna. Udowodni¢ dla dowolnej pary punktéw 21, zo €
D

f(Zl);f(@)

1 — f(z1)f(22)
|f'(21)] 1

T 1/ = 1= a2

21— 22

<

1—7Z12

75 @ Opisaé¢ wszystkie holomorficzne automorfizmy H .

76 QNiech f : Hi — H; bedzie funkcja holomorficzna. Udowodni¢ dla dowolnej pary punktéw
z1,%22 € Hy
Z1 — %9

<=
Z1— 22

| () = f(z2)

(1)) 1
im(f(20)) ~ im(z1)

77 Udowodnilidmy, ze

§(1—s)=£(s),
gdzie
_1 1
() = 72 T55) C(9)

Obliczy¢ wartosé
C(—1) = ,,14+2+43+4+5+...7.

78 Zalézmy, ze funkcja h : D — C postaci h(z) = 27! + c12 + c22% + ... jest réznowartoéciowa na
dysku jednostkowym. Wykazaé
(0.)
Zn|cn\2 <1.
n=1

Wsk. Wyrazi¢ calke ||

Is|=r h(z)h'(z)dz poprzez wspélezynniki ¢, i skorzystaé z zadania 48.

79 Pokazaé, ze jedli funkcja g(z) = 2z +bo2? +b323 ... jest réznowartosciowa na dysku jednostkowym,
to ’bg‘ < 2.
Wsk: pokazaé, ze istnieje funkcja k(z) spelniajaca k(z2)? = g(2?2). Zastosowaé poprzednie zadanie do
funkcji

1
=z 1—§bgz+....

k(2)

80 Niech f : D — C bedzie réznowartosciowa funkcja. Wykazaé, ze f(D) zawiera dysk o srodku w
f(0) i promieniu |f/(0)|/4.
Wsk. Zalozy¢ f/(0) = 1. Dlaw ¢ f(D) rozwazy¢ funkcje g(z) = J)Uf f((zz)), wykazaé, ze jest r6znowartosciowa
na dysku i skorzysta¢ z poprzedniego zadania.

81 Rozwina¢ w szereg Laurenta funkcje ﬁ w pierscieniu 0 < |z| < 1 i w pierécieniu 1 < |z|.



na 2 czerwca

82 Rozwina¢ w szereg Laurenta funkcje i 1 w pierscieniu 1 < |z| < 2 i w pierscieniu 2 < |z|.

z—1)(2—2)

. , . s . . , . _ 2
83 Rozwinaé w szereg Laurenta na pierscieniach wokot zera funkcje (1—212)%

84 Na ktérych pierscieniach wokot zera funkcja Z ) jest jednowartosciowa? Tam gdzie jest

GiDGr2)
jednowartosciowa rozwinaé¢ w szereg Laurenta.

1

~)wz=0.

85 Jakiego typu osobliwo$é¢ ma funkcja sin(

86 Wykazac¢, ze oo dla funkcji f : C — C jest biegunem rzedu n wtedy i tylko wtedy, gdy f jest
wielomianem stopnia n.

87 Niech f : C — C bedzie funkcja holomoficzna. Wykazaé, ze jesli g(z) = f(1/z) ma w zerze
osobliwo$¢ pozorna lub biegun, to f jest wielomianem.

88 Wyznaczy¢ liczbe pierwiastkéw funkeji 287 + 36257 + 7124+ 23 — 2+ 1 wkole a) [2] < 1 b) |2] < 2.

Wsk. Dany otwarty zbiér ograniczony U C C z regularnym brzegiem. Funkcja holomorficzna f i
1-parametrowa rodzina funkeji holomorficznych g, ¢ € [0,1] (w sposéb ciagly zalezna od parametru)
sa okrelone na otoczeniu U. Przy czym go(z) = 0. Zalézmy, ze dla kazdego t oraz z € AU mamy
|f(2)] > |g+(2)|. Wtedy ilosci pierwiastkéw f i f+ g1 w U sa réwne.

na 9 czerwca, PISEMNIE 89, 90c

89 (PIS) Jaka jest liczba pierwiasktow f(2) = 225 — 622 4+ 2z + 1 w pierécieniu 1 < |z| < 2

90 Ile jest pierwiastkéw w pélplaszczyznie Re(z) > 0 funkcji :
a) # 21 +82%+ 322 +82+3
b) 2° — 2z + 16
c) (PIS) 2% — 23 + 822 — 42 + 47

91 Niech f bedzie funkcja holomorficzna na otoczeniu domknietego dysku jednostkowego D. Zalézmy,
ze f(D) C int(D). Wykazaé, ze f ma doktadnie jeden punkt staly.
Wsk: [(z = f(2)) — 2] < 2]

na 16 czerwca

92 Niech D C U, f : U — C funkcja holomorficzna, |f| stale na dD. Ponadto f’ nie zeruje sie na
0D. Pokazaé, ze f ma w kole D o jedno zero wiecej niz pochodna f’ (zera liczone z krotnoscia).

93 Zalozenia j.w. Pokazaé, ze jesli f' nie zeruje sie na D to f jest réznowartosciowa na int(D).

+iz
(&
/ dz
+Im(2)>0, |z|=r <

JAE— R

X

94 & Zbadaé calke przy r — oo

udowodnié, ze

—0o0

95 Obliczy¢ catke f027r afbnzgcsxd:v dla0<b<a.
2ﬂ/b2(a — Va2 — b2

96 & Obliczy¢ catke [*2° =t gy

5/12m



dr dla a > 0.

97 ®Obliczy¢ catke f0+
3v27/(16a)

a4+:1:4

98 Obliczy¢ calke [,"*° 522 dx dla a > 0.

7/(2a)e” ¢

99 Wykazaé, ze jesli f(z) jest funkcja meromorficzna na C z biegunami aq,asg,...,a, ¢ Z i jesli
lim, o 2z f(2) = 0, to istnieje granica

N m
lim Z f(n) 1ijest onaréwna — Zresak (7 f(z)ctgmz) .
-N

N—o0 1

Wsk. Catkowaé funkcje 7 f(z)ctgmz po brzegu kwadratu o wierzchotkach (N + §)(£1 =+ 4)

100 Wykazaé, ze dla a ¢ iN mamy

1 (7 1
2, 21
> (n® + =~ =—ctghma — = | .
nl(n a“) 2<acg a 2)

Czy mozna znalezé w ten sposéb sume szeregu dla a = 07

101 Za pomoca residuéw wykazaé, ze dla dowolnych m parami réznych liczb 21, 29, . . ., 2;, zachodzi:

n+m 1

— i1 02 7
E = E 22y 2
Hé;ék 2k — 21)

i1+ig+-+im=n

Wywnioskowaé, ze

i( > YR Em =

k=0



