A
1.(10p) Znalezé granice lim, oo VN2 + T+ 3 — vVn2 +2n + 8.

(n2+Tn+3)—(n2+2n+8)

Rozwiazanie: - = limn o0 s s =

lim (5n—5)/n = lim 5_5/n =
N0 (V24 Tn+3+vn2+2n+8) /n O (V147 /n+3/n2+1/14+2/n+8/n2)
>~ =5/2

VIHV1

2900 _ 600 1 5,300 _5
£900 _g7600 4 42,300 _4 *

2.(15p) Znalez¢ granice lim,—1 g

Rozwigzanie:

. 2600 (300 _1)4 5(300_1 . 26045 _ 145
- = limg g 83:600((130071))+4((x30071)) = limg 1 ooy = gog = 1/2

3.(20p) Ile rozwiazan ma réwnanie:
a) X =2x 7

b) €2* =2z +17

c) e =2x+27

Rozwigzanie:

badamy f(z) = €** — 2x. Pochodna f'(z) = 2¢** — 2 = 2(e?* — 1). Dla
z < 0 mamy f'(z) < 0, a dla > 0 mamy f’(0) > 0. Czyli na (—o00,0] f
maleje, na [0, 00) rosnie, w 0 ma minimum, f(0) = 1. Stad:

a) f(x) = 0 nie ma rozwiazan,

b) f(z) = 1 ma jedno rozwiazanie (minimum),

¢) f(x) = 2 ma 2 rozwiazania (po jednym na kazdej pélprostej, co wynika
z tw. Darboux zastosowanego do naszej ciaglej i monotonicznej na tych
pélprostych funkcji).

4.(20p) Zbadaé funkcje (zera, przedzialy monotonicznosci, przedziaty wy-
puklosci, ekstrema lokalne, granice w koncach dziedziny). Naszkicowaé
wykres. f(z) = x* —42% +3.

Rozwigzanie: f(z) = (22 — 1)(2? = 3) = (z — 1)(z + 1)(z — V3)(z + V3).
Zera: © = +1, £/3;

granice w 00 sa réwne +0o0;

f(x) = 423 — 82 = 4x(x — V2)(z + V/2); zeruje sie dla x = 0, £/2;

f' dodatnia na przedziale (—+/2,0) i na przedziale (v/2,+00), ujemna na
(_007 _\/i) i na (07 ﬁ)a

Zatem: f roénie na przedziale [—v/2,0] i na przedziale [v/2, +-00), maleje na
(_OO’ _\/i] 1 na [07 \/5]7

lokalne mimima: f(4+/2) = —1, lokalne maksimum f(0)=3.

f(x) = 1222 — 8 = 4(V/3 — v22)(V/3 + V21); zeruje sie dla x = +,/2/3;
f" dodatniana (—oo, —+/2/3) ina (1/2/3, +oc), ujemna na (—/2/3, \/2/3);
f wypukla na (—oo, —+/2/3] i na [\/2/3, +00), wklesta na [—+/2/3, \/2/

L0

)



Rysunek

5.(20p) Znalez¢é najwieksza i najmniejsza wartosé funkeji f(z) = €2%(|z| —3)
na odcinku domknietym [—4, 4].

Rozwigzanie:
1) wartosci w koricach: f(—4) =e™8, f(4) = e8
2) wartos¢ w punkcie, w ktérym nie istnieje pochodna w f(0) = —3

3) na przedziale (—4,0): f(z) = €2*(—z — 3), f'(x) = e** (=22 — 7);
f'(=7/2)=0, f(-7/2) =e""/2
4) na przedziale (0,4): f(z) = e**(x — 3), f'(x) = **(2z — 5).
f'(5/2) =0, f(5/2) = —e®/2
7 powyzszych obliczen wynika, ze jedynymi punktami, w ktérych funkcja
moze mieé ekstrema lokalne sa +4,0,—-7/2,5/2, tymczasem tw. Weier-
strassa gwarantuje, ze funkcja ciagla na przedziale domknietym musi przyjaé
swoja wartos¢ najwieksza i najmniejsza, ktére automatycznie sg ekstremami
lokalnymi. Zatem z poréwnania wartosci funkcji w tych punktach wniosku-

jemy, ze max(f) = f(4) = €%, min(f) = f(5/2) = —e’/2.

6.(15p) Znalezé . li x(e—1)
.(15p) Znalezé granice lim,_ sin(927)

. T (e™-1)/7x 7 _ limg_o(e™-1)/Tx 7 _ 7
Rozwigzanie: -+ = liMo—0 §16:%5/0:2 5 = T, o sin(92%)/02% 5 — 9



B
1.(10p) Znalezé granice lim, oo VN2 + 90 +2 — V02 +8n + 1.

(n24+9n+2)—(n?+2n+8)

Rozwigzanie: - - = limp o ViZtontetvnirentl

lim (n=1)/n — lim 1-1/n _
00 (Vn2+49n+2+v/n2+8n+1) /n 0 (V149 /n+2/n2+1/148/n+1/n2)
L_—1/2

VI+V1 /

2900 _ 600 9,300 _g
£900 7600 1 6,300 _¢ *

2.(15p) Znalez¢ granice limg—1 =

Rozwigzanie:

. 2600 (300 _1 +2 2300 _1 . 1.600_’_2 142
coe=limg 7x600((1300,1))+6((1300,1)) = limg 1 77060046 — T+6 3/13

3.(20p) Ile rozwiazan ma réwnanie:
a) e =31 ?

b) e3* =3z +17

c) €3 =3x+37

Rozwigzanie:

badamy f(z) = €3 — 3z. Pochodna f'(x) = 3e3® — 3 = 3(e3* — 1). Dla
x < 0 mamy f'(z) <0, a dla > 0 mamy f/(0) > 0. Czyli na (—o0,0] f
maleje, na [0, 00) ro$nie, w 0 ma minimum, f(0) = 1. Stad:

a) f(x) = 0 nie ma rozwiazan,

b) f(xz) =1 ma jedno rozwiazanie (minimum),

¢) f(z) = 3 ma 2 rozwiazania (po jednym na kazdej pélprostej, co wynika
z tw. Darboux zastosowanego do naszej ciaglej i monotonicznej na tych
pélprostych funkcji).

4.(20p) Zbadaé funkcje (zera, przedzialy monotonicznosci, przedziaty wy-
puklosci, ekstrema lokalne, granice w koncach dziedziny). Naszkicowaé
wykres. f(z) =a* — 522 +6.

Rozwigzanie: f(z) = (22 —2)(z?—3) = (z — vV2)(z +v2)(z — V3)(z +V3).
Zera: ¥ = :I:\/Q, :I:\/g;

granice w 00 sa réwna +00;

f'(z) = 42 — 10z = da(z — \/5/2)(x + /5/2); zeruje sig dla . = 0, £/5/2;
f" dodatnia na przedziale (—m, 0) i na przedziale (m, +00), ujemna
na (—oo, _\/%) i na (0, \/%)a

Zatem f rosnie na przedziale [— m, 0] i na przedziale [m, +00), maleje
na (—oo, _\/%] i na [0, M]a

Lokalne mimima: f(44/5/2) = —1/4, lokalne maksimum f(0) = 6.

f"(x) = 1222 — 10; zeruje sie dla z = £/5/6;

f" dodatniana (—oo, —/5/6) ina (1/5/6, +oc), ujemna na (—/5/6, \/5/6);
f wypukla na (—oo, —+/5/6] i na [\/5/6, +c0), wklesta na [—+/5/6, \/5/6];



Rysunek

-1 F 1

5.(20p) Znalez¢é najwieksza i najmniejsza wartosé funkeji f(z) = e3%(|z| —4)
na odcinku domknietym [—6, 6].

Rozwigzanie:
1) wartosci w koricach: f(—6) = 2e718 f(6) = 2e!8
2) wartos¢ w punkcie, w ktérym nie istnieje pochodna (w x = 0): —4
3) na przedziale (—6,0): f(z) = e3*(—zx — 4), f'(z) = €3*(—3x — 13);
ekstremum gdy x = —13/3, f(—13/3) = e 13/3
4) na przedziale (0,6): f(z) = e3%(x — 4), f'(z) = 3*(3z — 11).
ekstremum gdy = = 11/3, f(11/3) = —e!l/3
7 powyzszych obliczen wynika, ze jedynymi punktami, w ktérych funkcja
moze mieé ekstrema lokalne sa +6,0,—13/3,11/3, tymczasem tw. Weier-
strassa gwarantuje, ze funkcja ciagla na przedziale domknietym musi przyjaé
swoja wartos¢ najwieksza i najmniejsza, ktére automatycznie sg ekstremami
lokalnymi. Zatem z poréwnania wartosci funkcji w tych punktach wniosku-
jemy, ze max(f) = £(6) = 2¢'®, min(f) = f(11/3) = —e'1/3

6.(15p) Znalezé . li z(e?®—1)
.(15p) Znalezé granice lim,_ () -

. - T (5*—1)/5z 5 _ limg_o(e’*—1)/5z 5 _ 5
Rozwigzanie: -+ = liMo—0 Gumeny /527 8 = T, 2o sin(82%)/82% 8 — 8



