
A
1.(10p) Znaleźć granice

↪
limn→∞

√
n2 + 7n + 3−

√
n2 + 2n + 8 .

Rozwia
↪
zanie: · · · = limn→∞

(n2+7n+3)−(n2+2n+8)√
n2+7n+3+

√
n2+2n+8

=

limn→∞
(5n−5)/n

(
√

n2+7n+3+
√

n2+2n+8)/n
= limn→∞

5−5/n

(
√

1+7/n+3/n2+
√

1+2/n+8/n2)
=

5√
1+
√

1
= 5/2

2.(15p) Znaleźć granice
↪
limx→1

x900−x600+5x300−5
8x900−8x600+4x300−4

.

Rozwia
↪
zanie:

· · · = limx→1
x600(x300−1)+5(x300−1)
8x600(x300−1)+4(x300−1)

= limx→1
x600+5
8x600+4

= 1+5
8+4 = 1/2

3.(20p) Ile rozwia
↪
zań ma równanie:

a) e2x = 2x ?
b) e2x = 2x + 1 ?
c) e2x = 2x + 2 ?

Rozwia
↪
zanie:

badamy f(x) = e2x − 2x. Pochodna f ′(x) = 2e2x − 2 = 2(e2x − 1). Dla
x < 0 mamy f ′(x) < 0, a dla x > 0 mamy f ′(0) > 0. Czyli na (−∞, 0] f
maleje, na [0,∞) rośnie, w 0 ma minimum, f(0) = 1. Sta

↪
d:

a) f(x) = 0 nie ma rozwia
↪
zań,

b) f(x) = 1 ma jedno rozwia
↪
zanie (minimum),

c) f(x) = 2 ma 2 rozwia
↪
zania (po jednym na każdej pó lprostej, co wynika

z tw. Darboux zastosowanego do naszej cia
↪
g lej i monotonicznej na tych

pó lprostych funkcji).

4.(20p) Zbadać funkcje
↪

(zera, przedzia ly monotoniczności, przedzia ly wy-
puk lości, ekstrema lokalne, granice w końcach dziedziny). Naszkicować
wykres. f(x) = x4 − 4x2 + 3 .

Rozwia
↪
zanie: f(x) = (x2 − 1)(x2 − 3) = (x− 1)(x + 1)(x−

√
3)(x +

√
3).

Zera: x = ±1 , ±
√

3;
granice w ±∞ sa

↪
równe +∞;

f ′(x) = 4x3 − 8x = 4x(x−
√

2)(x +
√

2); zeruje sie
↪
dla x = 0 , ±

√
2;

f ′ dodatnia na przedziale (−
√

2, 0) i na przedziale (
√

2, +∞), ujemna na
(−∞,−

√
2) i na (0,

√
2);

Zatem: f rośnie na przedziale [−
√

2, 0] i na przedziale [
√

2, +∞), maleje na
(−∞,−

√
2] i na [0,

√
2];

lokalne mimima: f(±
√

2) = −1, lokalne maksimum f(0)=3.
f ′′(x) = 12x2 − 8 = 4(

√
3−
√

2x)(
√

3 +
√

2x); zeruje sie
↪
dla x = ±

√
2/3;

f ′′ dodatnia na (−∞,−
√

2/3) i na (
√

2/3, +∞), ujemna na (−
√

2/3,
√

2/3);
f wypuk la na (−∞,−

√
2/3] i na [

√
2/3, +∞), wkle

↪
s la na [−

√
2/3,

√
2/3];
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Rysunek

5.(20p) Znaleźć najwie
↪
ksza

↪
i najmniejsza

↪
wartość funkcji f(x) = e2x(|x|−3)

na odcinku domknie
↪
tym [−4, 4].

Rozwia
↪
zanie:

1) wartości w końcach: f(−4) = e−8, f(4) = e8

2) wartość w punkcie, w którym nie istnieje pochodna w f(0) = −3
3) na przedziale (−4, 0): f(x) = e2x(−x− 3), f ′(x) = e2x(−2x− 7);

f ′(−7/2) = 0, f(−7/2) = e−7/2
4) na przedziale (0, 4): f(x) = e2x(x− 3), f ′(x) = e2x(2x− 5).

f ′(5/2) = 0, f(5/2) = −e5/2
Z powyższych obliczeń wynika, że jedynymi punktami, w których funkcja
może mieć ekstrema lokalne sa

↪
±4, 0,−7/2, 5/2, tymczasem tw. Weier-

strassa gwarantuje, że funkcja cia
↪
g la na przedziale domknie

↪
tym musi przyja

↪
ć

swoja
↪
wartość najwie

↪
ksza

↪
i najmniejsza

↪
, które automatycznie sa

↪
ekstremami

lokalnymi. Zatem z porównania wartości funkcji w tych punktach wniosku-
jemy, że max(f) = f(4) = e8, min(f) = f(5/2) = −e5/2.

6.(15p) Znaleźć granice
↪

limx→0
x(e7x−1)
sin(9x2)

.

Rozwia
↪
zanie: · · · = limx→0

(e7x−1)/7x
sin(9x2)/9x2

7
9 = limx→0(e7x−1)/7x

limx→0 sin(9x2)/9x2
7
9 = 7

9
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B
1.(10p) Znaleźć granice

↪
limn→∞

√
n2 + 9n + 2−

√
n2 + 8n + 1 .

Rozwia
↪
zanie: · · · = limn→∞

(n2+9n+2)−(n2+2n+8)√
n2+9n+2+

√
n2+8n+1

=

limn→∞
(n−1)/n

(
√

n2+9n+2+
√

n2+8n+1)/n
= limn→∞

1−1/n

(
√

1+9/n+2/n2+
√

1+8/n+1/n2)
=

1√
1+
√

1
= 1/2

2.(15p) Znaleźć granice
↪
limx→1

x900−x600+2x300−2
7x900−7x600+6x300−6

.

Rozwia
↪
zanie:

· · · = limx→1
x600(x300−1)+2(x300−1)
7x600(x300−1)+6(x300−1)

= limx→1
x600+2
7x600+6

= 1+2
7+6 = 3/13

3.(20p) Ile rozwia
↪
zań ma równanie:

a) e3x = 3x ?
b) e3x = 3x + 1 ?
c) e3x = 3x + 3 ?

Rozwia
↪
zanie:

badamy f(x) = e3x − 3x. Pochodna f ′(x) = 3e3x − 3 = 3(e3x − 1). Dla
x < 0 mamy f ′(x) < 0, a dla x > 0 mamy f ′(0) > 0. Czyli na (−∞, 0] f
maleje, na [0,∞) rośnie, w 0 ma minimum, f(0) = 1. Sta

↪
d:

a) f(x) = 0 nie ma rozwia
↪
zań,

b) f(x) = 1 ma jedno rozwia
↪
zanie (minimum),

c) f(x) = 3 ma 2 rozwiazania (po jednym na każdej pó lprostej, co wynika
z tw. Darboux zastosowanego do naszej cia

↪
g lej i monotonicznej na tych

pó lprostych funkcji).

4.(20p) Zbadać funkcje
↪

(zera, przedzia ly monotoniczności, przedzia ly wy-
puk lości, ekstrema lokalne, granice w końcach dziedziny). Naszkicować
wykres. f(x) = x4 − 5x2 + 6 .

Rozwia
↪
zanie: f(x) = (x2− 2)(x2− 3) = (x−

√
2)(x +

√
2)(x−

√
3)(x +

√
3).

Zera: x = ±
√

2 , ±
√

3;
granice w ±∞ sa

↪
równa +∞;

f ′(x) = 4x3−10x = 4x(x−
√

5/2)(x+
√

5/2); zeruje sie
↪
dla x = 0 , ±

√
5/2;

f ′ dodatnia na przedziale (−
√

5/2, 0) i na przedziale (
√

5/2, +∞), ujemna
na (−∞,−

√
5/2) i na (0,

√
5/2);

Zatem f rośnie na przedziale [−
√

5/2, 0] i na przedziale [
√

5/2, +∞), maleje
na (−∞,−

√
5/2] i na [0,

√
5/2];

Lokalne mimima: f(±
√

5/2) = −1/4, lokalne maksimum f(0) = 6.
f ′′(x) = 12x2 − 10; zeruje sie

↪
dla x = ±

√
5/6;

f ′′ dodatnia na (−∞,−
√

5/6) i na (
√

5/6, +∞), ujemna na (−
√

5/6,
√

5/6);
f wypuk la na (−∞,−

√
5/6] i na [

√
5/6, +∞), wkle

↪
s la na [−

√
5/6,

√
5/6];

3



Rysunek

5.(20p) Znaleźć najwie
↪
ksza

↪
i najmniejsza

↪
wartość funkcji f(x) = e3x(|x|−4)

na odcinku domknie
↪
tym [−6, 6].

Rozwia
↪
zanie:

1) wartości w końcach: f(−6) = 2e−18, f(6) = 2e18

2) wartość w punkcie, w którym nie istnieje pochodna (w x = 0): −4
3) na przedziale (−6, 0): f(x) = e3x(−x− 4), f ′(x) = e3x(−3x− 13);

ekstremum gdy x = −13/3, f(−13/3) = e−13/3
4) na przedziale (0, 6): f(x) = e3x(x− 4), f ′(x) = e3x(3x− 11).

ekstremum gdy x = 11/3, f(11/3) = −e11/3
Z powyższych obliczeń wynika, że jedynymi punktami, w których funkcja
może mieć ekstrema lokalne sa

↪
±6, 0,−13/3, 11/3, tymczasem tw. Weier-

strassa gwarantuje, że funkcja cia
↪
g la na przedziale domknie

↪
tym musi przyja

↪
ć

swoja
↪
wartość najwie

↪
ksza

↪
i najmniejsza

↪
, które automatycznie sa

↪
ekstremami

lokalnymi. Zatem z porównania wartości funkcji w tych punktach wniosku-
jemy, że max(f) = f(6) = 2e18, min(f) = f(11/3) = −e11/3

6.(15p) Znaleźć granice
↪

limx→0
x(e5x−1)
sin(8x2)

.

Rozwia
↪
zanie: · · · = limx→0

(e5x−1)/5x
sin(8x2)/8x2

5
8 = limx→0(e5x−1)/5x

limx→0 sin(8x2)/8x2
5
8 = 5

8
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