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1 Grupy
[Br], [BT], [KM]
1.1 Przyktady: grupy permutacji, K1, K*, Z,, grupy liniowe G L, (K).

1.2 Grupy przeksztalcen: automorfizmy zbioru zachowujace jakas strukture np. dyfromorfizmy R,
izometrie R”, izometrie R? zachowujace dany n-kat formeny (grupy dihedralne Ds,), izometrie R3

zachowujace dana brylte platoriska.
1.3 Aksjomaty grupy. Jednoznacznos¢ jedynki, jednoznacznosé elementu odwrotnego.
1.4 Cwiczenie: jesli w grupie ab =1 to ba = 1.
1.5 Grupy wolne, grupy warkoczy
1.6 Grupa cykliczna, rzad elementu, rzad grupy.
1.7 Przedstwienie grupy (przyklad dla Dy, 3,)

1.8 Cwiczenie: sprawdzi¢, ze wszystkie relacje w grupie dihedralnej wynikaja z S? = 1, R® = 1i
SRS = R%.

1.9 Podgrupy: wystarczy sprawdzi¢ warunek a,b € H = ab™' € H

1.10 Grupy macierzowe. Zanurzenie Z — GLy(R).

1.11 SL9(Z) generowana przez A = ((1] _01), B = <(1) 1

(do$é¢ trudne do wykazania, ale ze A i B generuja mozna zrobi¢ elementarnie.)

). Relacje A* =1, BS =1, A2 = B3.

1.12 Przeciecie podgrup jest podgrupa
1.13 Podgrupa generowana przez zbiér A to najmniejsza grupa zawierajaca A
1.14 Charakteryzacja wewnetrzna produktu.

1.15 Warstwy grupy wzgledem podgrupy H: lewostronne G/H, i prawostronne H\G



1.16 Indeks podgrupy, tw Lagrangea |G| = (G : H) - |H|

1.17 Tw Lagrangea: rzad elementu dzieli rzad grupy

1.18 Twierdzenie Lagrange’a i zastosowania: kazda grupa rzedu pierwszego jest cykliczna,
1.19 Male tw Fermata p|(a” — a). Z tw Lagrange’a dla G = Z,, (p liczba pierwsza)

1.20 Cwiczenie: Co dostajemy dla p nie bedacej liczba pierwsza? (tw Eulera)

2 Homomorfizmy
2.1 Homomorfizm grup, obraz, przeciwobraz podgrupy
2.2 Podgrupa normalna, réwnosé¢ warstw prawostronnych i lewostronnych
2.3 Jadro homomorfizmu, f : G — H jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy gdy ker(f) = {1g}
2.4 Grupa ilorazowa, wlasno$¢ uniwersalna
2.5 Twierdzenie o izomorfizmie: G/ker(f) ~ im(f)

2.6 Przykiady:
iloraz przestrzeni wektorowych,
Zonn | L, = Zn, (Uwaga: jesli (m,n) # 1, t0 Zmn % Zm X Zn,)
Q/Z=wszystkie pierwiastki z 1;
Qs/{1,—1} = Z3 (ale Qs % Z3)

2.7 Cwiczenie: H/(NNH) ~ (H - N)/N
2.8 Cwiczenie: N ¢ H C G, N normalna podgrupa, to (G/N)/(H/N) ~ G/H

2.9 Produkt grup. Wiasnosé uniwersalna produktu.

3 Produkty, abelianizacja, dzialania
3.1 Wewnetrzna charakteryzacja produktu
3.2 Przykad: Zis >~ Z4 X Z3 jako produkt podgrup

3.3 Produkt pélprosty A x H w sytuacji gdy dana grupa przemienna A oraz homomorfizm ¢ : H —
Aut(A). Cwiczenie: Sprawdzié, ze dziatanie (a, g)(b, h) = (a + g(b), gh) speia aksjomaty grupy.

3.4 Komutant [G, G] (generowany przez komutatory elementéw [a, b]) i abelianizacja Ab(G) = G/[G, G]

(funktorialnosé).
3.5 Dla grupy abelowej A mamy Hom(G, A) = Hom(Ab(G), A).

3.6 Cwiczenie: Ab(GL,(K)) =?



3.7 Grupy rozwiazalne Gy = G, G;+1 = [Gj, G;] oraz dla pewnego i mamy G; = 1.
3.8 G jest grupa prosta gdy nie ma wilasciwej nietrywialnej podgrupy normalne;j.
3.9 Twiedzenie Jordan-Hoélder (bez dowodu)

3.10 Przyktady grup prostych (dowody byé¢ moze na ¢wiczeniach)
— Zyp,
— A, =ker(sgn : X, — Zy) dlan > 5,
— PSLy,(F,) = SL,(Fy)/Z(SLy(Fq)) (poza n =2 g =2 lub 3),
— grupa monster |M| =246.320.5%9.76.112.13%.17.19.23-29-31-41-47-59-71 ~ 8- 10

3.11 Drzialanie (z lewej) grupy G na zbiorze X, to homomorfizm G — Aut(X).
3.12 Drzialanie z prawej: (g,x) — g(z), g(h(z)) = (hg)(z), piszemy g(x) = zg, wtedy (zh)g) = x(hg).
3.13 Dzialanie grupy na sobie (z lewej i z prawej i przez z sprzeganie).

3.14 Tw Cayleya: kazda podgrupa jest izomorficzna z pewna grupa przeksztalcen. Jesli |G| = n, to
G = X,.

3.15 Automorfizmy wewnetrzne i zewnetrznie Inn(G) := G/Z(G) — Aut(G), Out(G) = Aut(G)/Inn(G).
Cwiczenie: Inn(G) < Aut(G)

3.16 Cwiczenie: Czy Out(Zs5) # 17 Uwaga: Out(Zg) # 1.

4 Dzialania

4.1 Cwiczenie: Rozklad permutacji z ¥, na cykle roztaczne jako rozklad zbioru {1...n} na rozlaczne

orbity dzialania podgrupy cyklicznej generowanej przez te permutacje.
4.2 Cwiczenie: Permutacje parzyste A, C %,. Twierdzenie: dla n > 4 grupa A, jest prosta.
4.3 Jesli G jest nieprzemienna grupa prosta, a H < G podgrupa, to (G : H) > 51 |G| dzieli (G : H)

4.4 Przyklady: dzialanie grupy permutacji i grup liniowych, dzialanie grupy permutacji X, przez

zero-jedynkowe macierze z G Ly,

4.5 Orbita dzialania Gz, stabilizator elementu (grupa izotropii) G, punkty stale dziatania X. Iloraz
X/G.

4.6 Dzialanie trywialne, dzialanie wolne, dzialanie efektywne, dzialanie przechodnie (tranzytywne)

4.7 Bijekcja G/G, ~ Gz Moc orbity = indeks stabilizatora.



4.8 Przyklad: dzilanie G = X5 na X = {1,2,3,4,5}.
- To dzialanie jest nietrywialne, efektywne, przechodnie, ale nie jest wolne.
- G5 = stabilizator elementu 5 jest izomorficzny z ¥4, grupa permutacji zbioru {1,2,3,4} C X.
Utozsamaimy ¥4 z G5 C Xs.
- Orbita elementu 5 to G -5 = X (bo dzialanie jest przechodnie)
- Mamy bijekcje G/G5 = ¥5/54 = X, [0] — o(5).

4.9 Cwiczenie: G dziala na X. Jedli N <1 G, to jest dobrze okreglone diatanie G /N na XV,
gN -z = gx
4.10 Jedli |G| = p®, p liczba pierwsza, G dziala na zbiorze X, to |X| = |X| mod p

4.11 Dzialanie grupy na sobie przez automorfizmy wewnetrzne,
— orbity = klasy sprzezonosci elementéw,
— centrum grupy jako jadro odwzorowania G — Aut(Q)
— podgrupa normalna, jest podzbiorem zachowywanym przez sprzezenie
— centralizator podgrupy (lub zbioru) Cq(H) 2 grupie G.
— normalizator podgrupy Ng(H)

4.12 Cwiczenie: Centrum p-grupy jest nietrywiale.
4.13 Cwiczenie: p-grupy sa rozwiazalne.

4.14 Twierdzenia Sylowa (dokladnie wg [BT], str. 41-43)

5 Grupy abelowe, skonnczenie generowane

5.1 Przyklad zastosowania twierdzenia Sylowa: Jezeli p i g sa réznymi liczbami pierwszymi i |G| = pq,

(p,g—1) =1, to G ~ Z, x Zg jest cykliczna.

5.2 Jezeli p i g sa réznymi liczbami pierwszymi i |G| = pq, (p — 1,q9) = (p,g — 1) = 1, to G jest

cykliczna.

5.3 Istnieje dokladnie jedna (z dokladnoscia do izomorfizmu) grupa rzedu 255. (Bo 17-podgrupa

Sylowa jest normalna oraz nie ma nietrywialnych dzitari Z,5 na Z;7.)

5.4 (do uzupelnienia) Jedli s, = 1 to p-grupa Sylowa jest charakterystyczna, czyli zachowywana przez

kazdy automorfizm. W szczegdlnosci jest normalna. Inne podgrupy charakterystyczne to np [G, G|,

Z2(Q).

Grupy abelowe=przemienne
5.5 Podpodgrupa elementéw torsyjnych grupy abelowej T'(A), p-torsja T},(A)

5.6 A/T(A) jest beztorsyjna czyli T(A/T(A)) =0



5.7 Produkty kartezjariskie i wolne w Swiecie grup (niekoniecznie przemiennych) oraz produkty

kartezjanskie i sumy proste w swiecie grup przemiennych. Poréwnanie wlasnosci uniwersalnych.

5.8 Jedli A torsyjna (czyli A =T(A) ), to A =D, jierwsza Ip(A4)
(to jest wewnetrzna suma prosta: tzn (i) 7),(A) generuja A, (ii) V), T(A) N (®q<p Tq(A)) =0.)

5.9 Cwiczenie: Sprawdzi¢, ze powyzsza wewnetrzna suma prosta spelnia warunek: dla dowolnej

rodziny homomorfizméw f,, : T;,(A) — B istnieje przeksztalcenie f : A — B takie, ze fi1,a) = fp

5.10 Twierdzenie strukturalne dla skoriczenie generowanych grup abelowych

6 Klasyfikacja grup abelowych

6.1 Niech n € N. Wolna grupa abelowa F[n] = Z" ma wlasnos¢ Hom(Z", A) = Funkcje([n], Zbior A)
(dla A abelowej). Mozna tez rozwazaé wolne grupy o generatorach w dowolnym zbiorze X. Taka grupa
wolna FX jest zdefiniowana przez wiasnos¢ Hom(FX,A) = Funkcje(X, Zbior A). Grupa FX jest
izomorficzna z @@, x Z i jest podgrupa w [[, .y Z = zx.

6.2 Jesli F wolna abelowa i A — B epi wtedy Hom(F, A) — Hom(F, B) epi.
6.3 Cwiczenie: Grupa beztorsyjna moze nie mie¢ powyzszej wlasnosci
6.4 Jesli A< Bi A/B wolna, wtedy A~ B x A/B
6.5 72" ~7"=>m=n
Grupy skonczenie generowane

6.6 Jesli B < A, B generowane przez m generatoréw, A/B generowane przez n generatoréw, to A

generowane przez m + n generatorow (tez jest prawda dla grup nieabelowych).

6.7 Kazda grupa abelowa skoriczenie generowana jest izomorficzna z ilorazem Z™"/A, gdzie A jest

podgrupa w Z"
6.8 Podgrupy w Z" sa izomorficzne z Z™, m < n.

6.9 Doprowadzanie macierzy catkowitoliczbowej do postaci (D, 0), gdzie G jest kwadratowa macierza

diagonalna, a 0 oznacza blok zerowy

6.10 Niech A bedzie podgrupa w Z". Istnieje baza Z™: wvi,vs,...v, € Z", oraz liczby m < n,

ai,a9,...ayn €N, takie,ze Z™: \jv1, Aovo, ... AU, jest baza A.
6.11 Twierdzenie strukturalne dla skonczenie generowanych grup abelowych

6.12 Rozklad skoniczonej grupy cyklicznej na produkt grup cyklicznych o rzedach wzglednie pier-

wszych.
6.13 Jednoznaczno$¢ przedstawienia skonczenie generowanej grupy abelowej.
6.14 Beztorsyjne grupy abelowe skoriczenie generowane sa izomorficzne z Z", czyli maja baze.

6.15 Grupa abelowa skoriczenie generowana to A ~ A/T(A) x T'(A).



7 Koniec grup

7.1 Twierdzenia z algebry liniowej
a) twierdzenie Jordana — opis klas sprzezonosci w G L, (C)
b) diagonalizacja elementéw grupy unitarnej U(n) — sprzezenia torusa (S')" wypekiaja U(n) (analog-
icznie dla SO(n))
c¢) rozklad KAN — grupa GL,(C) jest réwna produktowi grup zwartej, abelowej i nilpotentnej (jako
produkt zbioréw)

7.2 Byto: Grupa jest rozwiazalna, jesli istnieje ciag podgrup G = Gy > G1 > --- > G5 = 1 taki, ze
Git1 > [Gi, Gil.

7.3 Réwnowaznie: w ciagu zdefiniowanym indukcyjnie Gy = G, Git1 := [G4, Gi] mamy G; = 1 dla

1 >> 0.

7.4 Grupa jest nilpotentna, jesli istnieje ciag podgrup G = Gg > G1 > --- > G5 = 1 taki, ze
Git1 > [G,G,]. (,,Ciag centralny”)

7.5 Przyktad: macierze gérnotréjkatne z 1 na przekatnej.
7.6 Dla grupy nilpotentnej mamy G; <t G, dla rozwiazalnej niekoniecznie.

7.7 Réwnowaznie: w ciagu zdefiniowanym indukcyjnie I'y = G, T';y; := [G,T;] mamy I'; = 1 dla

1 >> 0. To jest ,,dolny ciag centralny”.

7.8 ,,Gérny ciag centralny”, hipercentra: Z; = Z(G), Ziw1 = 7; (Z(G/Z;)), gdzie m; : G — G/Z;.
Mamy
Ziy1 ={9 € G|Yh € G [g9,h] € Z;}

7.9 Grupa jest nilpotentna wtedy i tylko wtedy gdy Z; = G dla i >> 0.

1 < Z1 < Zo < ...< Zs41 < Z; < Zsi1
|| \Y \Y V V V

710 1=Gs41 < Gy < Gso1 < ... < Gy < G < Gop=G

Vv Y, v Vv Vv I
Fs—f—l < Iy < Iyl <€...< I's < It < Ty
7.11 Stopien nilpotentnosci u. Dla dowolnych elementéw g1, ..., gy+1 jest spelniona formuta:
[91]g2[- - - [9u> gus1] ... ] = 1.

7.12 Grupy nieskonczone, ale skoniczenie generowane:
- norma |g| = dlugosé najkrétszego stowa reprezentujacego g
- metryka stéw d(g, h) = |gh™},
- przestrzenie metryczne G z metryka stow przy réznych wyborach generatoréw sa kwaziizometryczne:
istnieje stata C, taka, ze &di(g, h) < da(g,h) < Cdi(g,h),

- wzrost grupy.



7.13 Grupy abelowe maja wzrost wielomianowy 7™, gdzie n to lilo$¢ generatoréw.

7.14 Grupa wolna ma wzrost wykladniczy (2n)".

7.15 Cwiczenie: Grupy nilpotentne maja wzrost wielomianowy: np grupa Heisenberga

S O =
O =¥
— % %

ma wzrost ~ 7.

7.16 Twierdzenie Gromowa: jesli grupa ma wzrost wielomianowy to zawiera podgrupe nilpotentna

skonczonego indeksu.

7.17 Cwiczenie: SLy(Z) ma wzrost wielomianowy



