Algebry Lie

B[, ]:gxg—g
dwuliniowe
antysymetryczne

tozsamos¢ Jacobiego
X[V, Z]l + [V, [Z, X]] + [Z,[X, Y]] = 0

Twierdzenie Ado:
Jesli charakterystyka ciata bazowego jest réwna zero, to kazda algebra
Lie skonczonego wymiaru zanurza sie w algebre macierzy.




Klasyczne proste algebry Lie

B A, 0 sl(n)={X e M(nxn)]|tr(X)=0}
H B 2n+1)={XeM?2n+1x2n+1)| X+ X" =0}

so(
B C: sp(n)={XeM2nx2n)|XTJ+ JX =0},
gdzie J :(j })) jest forma symplektyczna

B D, so2n)={XeM(nxn)| X" +X=0}

B Nad R bedziemy tez wyrézniac:
so(p,q) = {X € M(2n x 2n) | XTQ + QX = 0},
gdzie Q jest froma symetryczna typu (p, q).

B Nad C algebra so(p, q) jest izomorficzna z so(p + q), ale nie nad
ciatem R.



Diagramy Dynkina

B Proste algebry Lie sa opisane przez diagramy Dynkina, ktére
zawieraja informacje o pierwiastkach prostych algebry.

B Przypomnienie: Pierwiastki algebry to funkcjonaty a z algebry
Cartana t C g (maksymalna abelowa, odpowiadajaca torusowi
maksymalnemu w grupie Lie) takie, ze

gRC=txC & @ga

at—R

jest rozktadem reprezentacji dotaczonej torusa:
dla X €t, Y eg, mamy [X, Y] =2mv—-1a(X)Y.

B Dla serii D, mamy t ~ R", pierwiastki sa réwne L, + L, gdzie
L(ty, to, ..., ty) = th.

B Pierwiastki dzielimy na dodatnie i ujemne, ponadto wyrézniamy
pierwiastki proste, ktére sa nierozktadalne wéréd dodatnich.



Diagramy Dynkina

B Proste algebry Lie sa opisane przez diagramy Dynkina, ktére
zawieraja informacje o pierwiastkach prostych algebry.

Arpo—0—o------ 0—0 : .

B B Diagram A, jest symetryczny ze
il il wzgledu na o$ pionowa. Istnieje

C.o—o@------ 0—0=0

automorfizm sl(n + 1), ktéry indukuje te
D, 0—0------ @ symetrie X — —X .

E B Diagram D, jest symetryczny ze
6 wzgledu na o$ pozioma. Sprzeganie przez
E, 00 i - element z O(2n) zadaje odpowiedni

8

B Jedynym wyjatkowym automorfizmem

diagramu Dynkina jest obrét o 120°
F, o—o0=0—0 diagramu D,.



Triality - Téjnos¢

A

.LQ —L3

"N

L3+Ly

B Wijatkowy automorfizm algebry so(8)
byt opisany przez Elie Cartana w 1925 r.
w pracy, ktérej tytut zawierat stowo
,,dualnos¢”:

B Le principe de dualite et la theorie des
groupes simples et semi-simples,

B Automorfizm D, uogdlnia dualnosc
X — —XT dla diagramu A,,.

B W jezyku angielskim przyjeta sie nazwa
,.triality” dla okreslenia tego wyjatkowego
automorfizmu.



Automorfizm Cartana

B s0(8) C M(8 x 8) macierze antysymetryczne,
50(8) = {(xjo<ijer | Xj = —x;i}

dim(so(8)) =14+2+---+7=7-4=28.

| 1 1 1 1 1 B Cartan wyrdznia niektére wyrazy
3 macierzy: 7 grup po 4 wyrazy.
3 2 B Wyrdznione czwérki sktadaja sie z
4 2 ciagoéw

4 3 X0,i 5 Xi+1,i45 5 Xitd,i+6 5 Xi+2,i+3

2
3 2 4 daiefi2..7

43 (dodawanie rozumiane modulo 7)




Automorfizm Cartana

M Do kazdej czworki stosujemy
1 1 1 1 1 przeksztatcenie zadane przez macierz

3 -1 1 1 _1
2 2 2 2

3 2 L1 1

4 2 2 2 T2 T2

4 P43

2 43 i 1 1 1
3 2 4 3 "3 "2 2

4 3 | M Brakujace wyrazy uzupetniamy tak,
aby macierz byta antysymetryczna.



Automorfizm Cartana

B Otrzymane przeksztatcenie jest automorfizmem algebry Lie.

B Elementy niezmiennicze tworza podalgebre s50(8)%2, ktéra jest
izomorficzna z algebra wyjatkowa g,.

B 50(8)% C s0(8) dziata trywialnie na ¢ = (1,0,0,0,0,0,0,0).

B 50(8)% dziatajac na A3(ey)* zachowuje doktadnie jedna 3-forme
(z doktadnoscia do skalara).

B o - 3-forma niezmiennicza ze wzgledu na s0(8)% zadaje mnozenie
oktonionowe
(u-v,w)=w(u,v,w)

dla u,v,w € ¢ = im(0).



Automorfizm tréjnosci na podalgebrze Cartana t

B Skad sie wzieta macierz

i1 _1 _1

2 2 2 2
Loz BRI
[ ) ?

1 1 1 1

2 2 2 2

1 _1 _1 1

2 2 2 2

Li—Lso

oO—— 0. :: B Cwiczenie z algebry liniowej: formy
Li — Ly, Ly—L3, L3—Ly L3+L4

\—/\ stanowia baze przestrzeni R* = t* oraz

B przeksztatcenie zadane przez
Ls+Ls automorfizm diagramu po przejsciu do
bazy standardowej ma macierz jak wyzej*.

* Trzeba jeszcze przenumerowaé standardowa baze [



