
Algebry Lie

� [−,−] : g× g→ g

� dwuliniowe

� antysymetryczne

� tożsamość Jacobiego

[X , [Y ,Z ]] + [Y , [Z ,X ]] + [Z , [X ,Y ]] = 0

Twierdzenie Ado:

Jeśli charakterystyka cia la bazowego jest równa zero, to każda algebra
Lie skończonego wymiaru zanurza sie

↪
w algebre

↪
macierzy.



Klasyczne proste algebry Lie

� An−1: sl(n) = {X ∈ M(n × n) | tr(X ) = 0}

� Bn: so(2n + 1) = {X ∈ M(2n + 1× 2n + 1) | X + XT = 0}

� Cn: sp(n) = {X ∈ M(2n × 2n) | XTJ + JX = 0},
� gdzie J =

(
0 1

−1 0

)
jest forma

↪
symplektyczna

↪

� Dn: so(2n) = {X ∈ M(n × n) | XT + X = 0}

� Nad R be
↪
dziemy też wyróżniać:

� so(p, q) = {X ∈ M(2n × 2n) | XTQ + QX = 0},
� gdzie Q jest froma

↪
symetryczna

↪
typu (p, q).

� Nad C algebra so(p, q) jest izomorficzna z so(p + q), ale nie nad
cia lem R.



Diagramy Dynkina

� Proste algebry Lie sa
↪

opisane przez diagramy Dynkina, które
zawieraja

↪
informacje o pierwiastkach prostych algebry.

� Przypomnienie: Pierwiastki algebry to funkcjona ly α z algebry
Cartana t ⊂ g (maksymalna abelowa, odpowiadaja

↪
ca torusowi

maksymalnemu w grupie Lie) takie, że

g⊗ C = t⊗ C ⊕
⊕
α:t→R

gα

jest rozk ladem reprezentacji do la
↪
czonej torusa:

dla X ∈ t, Y ∈ gα mamy [X ,Y ] = 2π
√
−1α(X )Y .

� Dla serii Dn mamy t ' Rn, pierwiastki sa
↪

równe ±Lk ± L` gdzie
Lk(t1, t2, . . . , tn) = tk .

� Pierwiastki dzielimy na dodatnie i ujemne, ponadto wyróżniamy
pierwiastki proste, które sa

↪
nierozk ladalne wśród dodatnich.



Diagramy Dynkina

� Proste algebry Lie sa
↪

opisane przez diagramy Dynkina, które
zawieraja

↪
informacje o pierwiastkach prostych algebry.

� Diagram An jest symetryczny ze
wzgle

↪
du na oś pionowa

↪
. Istnieje

automorfizm sl(n + 1), który indukuje te
↪

symetrie
↪
X 7→ −XT .

� Diagram Dn jest symetryczny ze
wzgle

↪
du na oś pozioma

↪
. Sprze

↪
ganie przez

element z O(2n) zadaje odpowiedni
automorfizm algebry so(2n).

� Jedynym wyja
↪
tkowym automorfizmem

diagramu Dynkina jest obrót o 120o

diagramu D4.



Triality - Tójność

� Wja
↪
tkowy automorfizm algebry so(8)

by l opisany przez Elie Cartana w 1925 r.
w pracy, której tytu l zawiera l s lowo
,,dualność”:

� Le principe de dualite et la theorie des
groupes simples et semi-simples,

� Automorfizm D4 uogólnia dualność
X 7→ −XT dla diagramu An.

� W je
↪
zyku angielskim przyje

↪
 la sie

↪
nazwa

,,triality” dla określenia tego wyja
↪
tkowego

automorfizmu.



Automorfizm Cartana

� so(8) ⊂ M(8× 8) macierze antysymetryczne,

so(8) = {(xij)0≤i ,j≤7 | xij = −xji}

dim(so(8)) = 1 + 2 + · · ·+ 7 = 7 · 4 = 28 .

� Cartan wyróżnia niektóre wyrazy
macierzy: 7 grup po 4 wyrazy.

� Wyróżnione czwórki sk ladaja
↪

sie
↪

z
cia

↪
gów

x0,i , xi+1,i+5 , xi+4,i+6 , xi+2,i+3

dla i ∈ {1, 2, . . . , 7}
(dodawanie rozumiane modulo 7)



Automorfizm Cartana

� Do każdej czwórki stosujemy
przekszta lcenie zadane przez macierz
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
� Brakuja

↪
ce wyrazy uzupe lniamy tak,

aby macierz by la antysymetryczna.



Automorfizm Cartana

� Otrzymane przekszta lcenie jest automorfizmem algebry Lie.

� Elementy niezmiennicze tworza
↪

podalgebre
↪
so(8)Z3 , która jest

izomorficzna z algebra
↪

wyja
↪
tkowa

↪
g2.

� so(8)Z3 ⊂ so(8) dzia la trywialnie na e0 = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0).

� so(8)Z3 dzia laja
↪
c na Λ3(e⊥0 )∗ zachowuje dok ladnie jedna

↪
3-forme

↪

(z dok ladnościa
↪

do skalara).

� ω – 3-forma niezmiennicza ze wzgle
↪
du na so(8)Z3 zadaje mnożenie

oktonionowe
(u · v ,w) = ω(u, v ,w)

dla u, v ,w ∈ e⊥0 = im(O).



Automorfizm trójności na podalgebrze Cartana t

� Ska
↪
d sie

↪
wzie

↪
 la macierz
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
?

� Ćwiczenie z algebry liniowej: formy
L1 − L2, L2 − L3, L3 − L4, L3 + L4

stanowia
↪

baze
↪

przestrzeni R4 = t∗ oraz

� przekszta lcenie zadane przez
automorfizm diagramu po przej́sciu do
bazy standardowej ma macierz jak wyżej∗.
∗ Trzeba jeszcze przenumerować standardowa

↪
baze

↪
t∗.


