Algebraic Topology I problems

Version 17 January 2014
Problems with & are already done, with L were done on the lecture, with !!! should be done next time

1) ®A functor F': C' — D is an equivalence iff

1. F: Morc(X1,X2) » Morp(F(X1), F(X2)) is an bijection for any pair of objects X3, Xy € Ob(C)

2. Any object Y € Ob(D) is isomorphic to the object of the form F(X) for some X € Ob(C)
Written homework: we have defined the inverse of F, called G by a choice of an isomorphism fy : Y — F(X).
Define a transformation of functors G o F' — Idc and check the compatibility of the relevant diagram.

2) #[Yonedal] Given a category C. For X € Ob(C) let hX(—) = Morc(—, X) € Func(C°,S).
Show that hx : C — Func(C,S) is a full embedding.

3) #[Yoneda2] Given a category C. For X € Ob(C) and F € Func(C?,5).
Show that the map NatTr(hX,F) = MOTFunC(Cop’S)(hX,F) — F(X) defined by ® — ®(X)(idx) is a
bijection.

4) #A small category C' in which for any pair of objects there exists at most one morphism is equivalent to
the category defined by a partially ordered set.

5) If in a category every morphism is an isomorphism and every two objects are isomorphic, then this category
is equivalent to the category defined by a group. (Example: the fundamental groupoid of a topological space.)

6) Show that the functor hX x hY : C — S is representable by the cartesian product (if it exists in C).
7) L Construct the left adjoint functor to Hom(V, —) : Vect, — Vecty, and the right adjoint if dim V' < oo.

8) L Let F': I — C be a functor from a small category I (i.e. a diagram in C). Show that L € Ob(C) is an
inverse limit lim; F' iff the functor X — lim; Morc (X, F(—)) is representable by L.

9) What is an analogue of the previous statement for the direct limit colim;F?

10) #Show that if in C there exist equalizers of any pair of morphism and there exist products of any family
of objects, then in C exist limits indexed by any category.

11) #®A functor G : C — D which is left adjoint preserves colimits. This means that for any diagram
F : I — C the natural map colim;G o F' — G(colim;F') is an isomorphism. (see 9))

12) Consider the following obvious functors and check whether there exist right and left adjoint functors:
a) Topological Hausdorff spaces — Compact spaces
b) Topological spaces — Sets
¢) Groups — Sets
d) Topological groups — Topologicals spaces
e) Abelian groups — Groups
f) R-modules — Abelian groups

) -

13) 7?7 Let L : C' = D : R be a pair of adjoint functors. By adjunction we have natural maps 7x : X —
RL(X) for X € Ob(C) and oy : LR(Y) — Y for Y € Ob(D) (in fact transformations of functors). Show
that the composition

]

)

R(Y) %) RLR(Y) 7% R(Y)
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is the identity. Similarly for the compositions with interchanged roles of functors (see the next exercise).

14) 77?7 Let L : C — D and R : D — C be two functors. Suppose that there are given transformation of
functors o0 : LR — Idp and 7 : Idc — RL. Composing with L we define transformation of functors:

Fx1t:L—LRL and oxL:LRL— L.
Composing with R we define transformation of functors:
7*R:R— RLR and R=xo0:RLR — R.
Show that if
(cxL)o(Lx7)=1Idy, € NatTr(L,L) and (Rx*0)(t*R)=1dg € NatTr(R,R)
then L is left adjoint to R.

15) Let R be a commutative ring. Show that there is natural isomorphism of R-modules: (A ® B) ® C ~
(A C)® (B ().

16) #(written) Let f : R — S be a ring homomorphism. (Then the ring S is a R-module via f.) For a
S module N define a R-module f*N, which is equal to N as a group with multiplication r - n = f(r)n for
r € R. For a R-module M define f,.M =S ®g M with multiplication given by s1 - (s2 ® m) = (s152) ® m.
Show that f, and f* are adjoint. Does one have to assume that the rings are commutative?

17) (written) Let (X, A) be a pair of topological spaces. Suppose that there exist a neighbourhoo
and a deformation of U to A in X constant on A (i.e. a homotopy h; : U — X such that hg
hi(a) = a, hi(u) € A for t € [0,1], w € U, a € A) and a continious function X — [0,1], f~!
fix—uv = 0. Prove that A — X is a cofibration.

3
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18) #Let C be a category. Let (A4, A — A U A) be a cogroup object, (B,B x B — B) a group object.
Suppose that two group structures on Morc(A, B) have the same neutral objects. (If C has an object which
is both initial and final then this assumption is satisfied.) Prove that these structures coincide. Moreover
the common group structure is abelian.

Hint: show (a*b) o (cxd) = (aoc)x*(bod).
19) #Show that the functor defined by the smash product in Top.
Fy(X)=XANY =XxY/(XxxUxxY)
is adjoint to Mapy,, (Y, —). (Be careful with topology, assume that Y is locally compact, Z Hausdorff.)
20) #Show St A ™ ~ Sntl,

21) #Let X — Y be a continuous map of topological spaces which is surjective. Show that if it is open or
closed, then the topology on Y is a quotient topology. Show an example of a quotient topology which is not
open nor closed.

22) #Show that 1-point compactification of the Mobius strip is homeomorphic to RP2.

23) Let X be a topological space which is arc-connected. Let p and ¢ be two points. Assume that {p} — X
and {¢} — X are cofibtations. Show that (X, {p}) is homotopy equivalent to (X, {¢}), i.e. an isomorphism
in hTop,.

24) #Suppose A — X is a cofibration and A is contractible. Then X and X/A are homotopy equivalent.
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25) #Show that the empty torus with one disc glued to the meridian (i.e S' x S* U D? x {pt}) and S? v S*
are homotopy equivalent.

26) There exist following homotopy equivalences:

a)MS"/Sk ~ gny Gkt

b)M(S™ x S™) /(8™ x {so}) ~ ST Vv S™

C)”! Z(S" x Sm) ~ Sn+1 Vi Sm-‘rl v Sn+m+1

! TP, ~ S3 v \/29 52, where P, is a compact surface of genus g.

27) If X = AU B where A, B closed subsets and AN B C A is a Borsuk pair, then B C X is a Borsuk pair.

28) MLet f : A — X be a map and suppose that X is contractible. Then the cone of the inclusion CAU; X
is homotopy equivalent to the suspension.

29) (written)#Let E — B be a map and suppose that E is contractible. Then the homotopy fiber Fj :=
{(e,y) € E x Map(I,B) : v(0) = f(e), v(1) = b} is homotopy equivalent to the loop space QB.

30) #What is the homotopy cofiber of X — pt?
31) #What is the homotopy fiber of pt — X7

32) ALet f: E — B be a fibration over a path-connected space.
a) if there exists b € B such that f~1(b) is path-connected, then E is path connected.
b) if F is path-connected and B simplyconnected, then the fibres are path-connected.

33) AFind fibrations
a) S0 — St — St
) St e §3 s G2
c) 8% — §7 —» 54
) S7 (2N 515 s 88

=3

ol

w

4) &

a) Find a fibration E — B such that B ~ RP>, E ~ S!, and the fiber is homotopy equivallent to S*.
b) Find a fibration E — B such that B ~ CP>, E ~ S?  and the fiber is homotopy equivallent to S3.
c¢) Find a fibration E — B such that B ~ HP*, E ~ S%, and the fiber is homotopy equivallent to S7.

35) #Show that a locally trivial fibration is a fibration (in the sense of Hurewicz). (Assume e.g. that the
base is paracompact).

36) #Find the homtopy fiber of the map CP> vV CP> — CP identifying two copies of CP>.

37) Show that the homotopy fiber of X V X — X is ¥QX.
(Technical step: Let f : P — X be a map from a contractible space. Then the push-out of mapping cylinders
P —  Z(f)
l is homotopy equivalent to X vV X.)
Z(f)

38) ? What is the relation of the fiber inclusion map ¥QX — X V X —— X with the map ¥QX — X
adjoint to two natura maps id, inverse : QX — QX.

39) #Suppose that in the commutative diagram

A 2. B
il Ly
x L v
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i, are cofibrations, f and g are homotopy equivalences. Show that (f, g) is a homotopy equivalence of pairs.

40) If p : E — B is a fibration, then for any locally compact space X the natural map Map(X, E) —
Map(X, B) is a fibration. What can you say about the map Map(B,X) — Map(E, X)?

41) &Is the following statement true? Suppose that F1 — B and Es — B are fibrations and FE; is homotopy
equivalent to F5. Then there exist a fiberwise homotopy equivalence

~

E1 I EQ

NS
B

42) The homotpy coequalizer of two maps f,g: X — Y is defined as the push-out

fvg
XVvX — Y

! !
XAIT — heoeq(f,g).

Dually the homotopy equalizer is defined by the pull-back

fxg
YxY +—— X

T T
P(X) «— heq(f,9).

Consider the circle S* as the unit complex numbers. Let f,g : S* — S, f = id, g(z) = Z. Describe the
homotopy coequalizer of f and g. What is the homotopy type of the homotopy equalizer? (?77)

43) Let f: X — Y be a map of pointed spaces. Compare C'(Sf) with S(Cf) and the dual objects involving
homotopy fiber and loop spaces.

44) #Compute homotopy groups of surfaces of positive genus.

45) Compute m,(S™) (M),
& (written) 73(S?), show 7, (S3) ~ m,(S?) for n > 2. What are consequences for homotopy groups from
Problem 337

46) #Compute homotopy groups of RP> and CP*°. What do you know about 7;(HP>)?

47) #If the homotopy groups of the basis and the fiber are finite, then the homotopy groups of the total
space of the fibration are also finite.

48) #If the fibration has a section, then 7, (E) ~ m,(B) @ 7, (F). (Assumption: F' connected, n > 1)
49) #If the fiber contracts to a point in E, then m,(B) ~ m,(F) @ m,—1(F). (Assumption: n > 1. )
50) #Compute homotopy groups 7; of the Stiefel manifold V;,(R™) for i < n — k. (Assumption: n > 1. )

51) Whitehead product:

#naturality with respect to maps and the action of the fundamental groupoid
#[a,b] = (=1)"[b, a]

#[a,7] = a — [hy(a)] for v € m (X)

*** show the Jacobi rule:

(=D)"[a, b], ¢] + (=1)*"[[b, ], a] + (=1)"[[¢, a], b] = 0.

4



52) MIf A is a retract of X, then 7,(X) ~ 7, (A) ® m,(X, A)

53) #If A is contractible in X then 7, (X, A) >~ m,(X) & mp—1(4)
54) O, (X VY) > 1, (X) @ 10 (V) @ T (X X Y, X VY)

55) #Decompose into cells the projective spaces RP™, CP", HP"

56) !!! Decompose the lens space L(n;k) = CP?/Z, (action of the generator of Z,: [z1, z0] — [€21,&F 2],
where (n,k) =1, £ is an n-th primitive root of 1.

57) Il Prove that any finite CW-complex can be embedded into an Euclidian space.

58) Il HELP
A) Let Y C Z be a cofibration. Show that two conditions are equivalent:
a) m,(Z,Y) =0

b) given a map f : D" — Z and a homotopy h; : "1 — Z such that hg = fisn—1 and hi(S" Y CY;
it is possible to extend the homotopy to Hy : D™ — Z in a way that Hy = f and H,(D") C Y.
B) Generalize the statement for any map Y — Z instead of an inclusion.
C) Replace the pair (D™, S™~!) by any cofibration (X, A), the condition a) by ,,Y — Z is an n-equivalence”
and show a) = b).

59) Whitehead theorem

A)#Assume that Y — Z is an n-equivalence. Show that for a CW-complex X of dimension < n the map
[X,Y] — [X, Z] is surjective. (Use HELP with A = §.)

B) For dimU < n the map [U,Y] — [U, Z] is injective. (In HELP take X = U x I, A =U x {0,1}, f =
homotopy between maps U — Z, hy = hg.)

60) *** Show that any Lie group G (e.g. G = U(n) or SO(n) if you are not familiar with a general theory)
we have m2(G) = 0. Hint: assume that G is compact and simply connected and consider the maximal torus

T and the exact sequence
0 — m(GQ) — m(G/T) — 71 (T) — 0.

61) *** Let (X, A) be a relative CW-complex obtained from A by adding one n-cell. Show, that m,(X, A, ag)
is a free m1 (A4, ag)-module on one generator. (Here aq is a distinguished point in A.)

62) @Let X = {(z1,22,...,2,) € C" : z; # z; for i # j}. Compute 7 (X) for k& > 1. Do you know m1(X)?
puorg diarb erup

63) !!' (compare Problem 49) For n > 1 we have 7,(S%) ~ 7,(S7) @ 7,_1(S%) and 7,(8) ~ m,(S') @
7Tn,1(57).

64) ! Let P, be the space of complex polynomials od degree n without multiple roots. Compute 7;(P,) for
1> 0.

65) "' Suppose that X is a CW complex of dimension < 2n + 2 for some n > 0. Prove that the diagonal
map d : X — X x X is homotopic to a map d’ such that d’(X) C (X x X™) U (X™ x X), where X™ is the
n-th skeleton of X.

66) ! If X is a CW-complex of type K (m,n) for n > 1 and Y is an arbitrary CW-complex, then 7, (X VY') ~
T (Y) & Dyenr, (v) ™A Where my = 7 for each A.

67) (written homework) Given a sequence of groups {m,}4>0 with 7, abelian for ¢ > 1, and given an
action of m; as a group of operators on each 7, for ¢ > 1, prove that there is a space Y which realizes this
sequence (that is m4(Y) ~ 74 and m;(Y")-actinon on m,(Y") corresponds to the action of m on 7).



Algebraic Topology II problems

Wersja 4 czerwca 2014

&= zrobione

1) Niech f,g : M — N beda odwzorowaniami gadkim rozmaitoséci, oraz H : (0 —¢,1 +¢) x M — N
bedzie gladka homotopia: f(x) = H(0,z), g(x) = H(1l,z). Definiujemy odwzorowanie komplekséw de
Rhama I : QP(M) — QP~Y(N), I(w) = f[o,u H*w (catkowanie po t sktadowej formy H*w, ktéra w lokalnych
wspétrzednych ma dt Adx;, A. .. dxg, Adw;,). Udowodnié, ze I (by¢ moze po korekcie znakéw) jest homotopig
pomiedzy f a g.

2) Zadania ze skryptu http://www.mimuw.edu.pl/%7Esjack/ta/kompleksy%5Flancuchowe%5F1.pdf
3) #Sprawdzié w Spanierze §4.1.10 formule rozwiazujaca Zadanie 22.

4) #Obliczyé¢ homologie przestrzeni soczewkowej S*"~1/Z,, (gdzie S*"~! c C", Z,, C C* dziala przez
mnozenie po wspéhrzednych). Podaé rozktad komérkowy S2=1/Z,,.

5) #Obliczy¢ homologie K(Z,,, 1)

6) Dane dwa funktory F,G : C — D i ich transformacja F — G. Pokazaé, ze indukowane przeksztalcenia
realizacji nerwéw |[NF|,|NG| : |[NC| — |ND| sa homotopijne.
(Wniosek: Jesli kategoria C ma obiekt poczatkowy to |N C| jest Sciagalna.)
7) #Niech X zbiér symplicjalny. Wykazaé coliman_, x A™ — X jest izomorfizmem. (Tu A™ oznacza zbiér
symplicjalny Hom(—, [n]), granica jest wzieta po kategorii, ktérej obiektami sa odwzorowania A™ — X, a
A —— A™
odwzorowania postaci N S
X
8) f,g: A" — X sa réwne wtedy i tylko wtedy gdy |f] i |g] : |A"| — | X]| sa réwne.

9) (referat) Niech X przestrzen topologiczna. Wykazaé, ze naturalne przeksztalcenie |S(X)| — X jest slaba
homotopijna réwnowaznoscia,.

10) #Skonstruowaé triangulacje pryzmatu |A™| x |A™].

11) #Niech X, bedzie zbiorem symplicjalnym. Przez X?¢ oznaczamy sympleksy niezdegenerowane.
Wykazaé, ze oczywiste przeksztalcenie

| | x4 x int(|A]F) — |X.|
k=0

jest bijekcja.

12) Dane U = {U; };cr pokrycie przestrzeni X. Zalézmy, ze w to pokrycie mozna wpisacé rozklad jedynki.
Udowodnié, ze |[NU| jest homotopijnie réwnowazne z X. (Tu NU rozumiemy jako topologiczng kategorie.)

Graeme Segal, Classifying spaces and spectral sequences. Publ. Math., Inst. Hautes Etud. Sci. 34, 105-112
(1968).

13) W powyzszym zadaniu zatézmy dodatkowo, ze kazde niepuste przeciecie U;, NU;, N...NU;, jest Sciagalne.
Wtedy |mo(NU)| ~ X.

Tu przez m rozumiemy funktor mg(—) przylozony do kazdego poziomu zbioru symplicjalnego. Otrzymujemy
zbiér symplicjalny Y (n) = zbidr ciagdéw ig, i1, @2, . . ., in takich, ze U, NU;, N...NU,;, jest niepuste.
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(Zeby rozwiagzaé to zadanie mozna np uzy¢ fakt, ze odwzorowanie wlasciwe ze sciagalnymi wloknami jest
homotopijna rownowaznoscia; oczywscie przy pewnych ogélno-topologicznych zatozeniach.)

Rozwazamy kategorie homotopijna przestrzeni punktowanych. Oznaczenie [A, B] oznacza klasy homotopii
odwzorowan przestrzeni z wyréznionym punktem. Ponizej zakladamy, ze (X, A) jest para CW-komplekséw,
A # (0, bo zawiera punkt wyrézniony. Referencje: ksiazka Robert M. Switzer, Algebraic topology - homotopy
and homology..

14) %QDany ciag przestrzeni topologicznych {E;};cz oraz odwzorowania S' A E; — E;y1. (Np. E; = S'Ey
dla i > 0, ogdlnie lepiej co$ jeszcze o ciagu E; zalozyé, np ze F; jest i — 1-spdjne.) Wykazaé, ze h, (X, A) =
colim; 7,1, (E; A (X/A)) jest uogdlniong teoria homologii.

Wskazéwka: Theorem, str 84 ze skryptu Maya
http://www.math.uchicago.edu/%7Emay/CONCISE/ConciseRevised.pdf

15) Przy powyzszych zalozeniach wykazaé, ze h"(X,A) = colim; [S*(X/A), E,.;] jest uogdlniona teoria
kohomologii.

16) #Dany ciag przestrzeni E; o tej wlasnosci ze QF;11 ~ E; (tzn. dana jest homotopijna réwnowaznosc).
Wykazaé, ze h"(X, A) = [(X/A), E,] jest uogdlniona teoria kohomologii.

17) #Dana przestrzenn K majaca te wlasnosé, ze dla pewnego  mamy homotopijng réwnowaznosé Q'K ~ K.
Wykazaé, ze [X, K] jest réwne KO(X) dla pewnej teorii kohomologii. Scislej méwiac funktor X — [X, K]
rozszerza sie do funktora okredlonego na parach CW-komplekséw K* (X, A) takiego, ze K°(X, A) = [X/A, K].

18) #Udowodnié, ze w kompleksie komérkowym dla [o] € C,,(X) rézniczka § zadana jest wzorem

¥([o]) = > ag [7],

T€(n—1)—komorki

gdzie al jest stopniem odwzorowania

S Xy — X1 /X =\ SPT— Sp L

19) #Dane r > 0. Niech X = |JI_, U; bedzie suma otwartych zbioréw. Zalézmy, ze H*(U;, N...NU;,) =0
dla {ig,41,...,3a} € {0,1,...,n}, k> r.

(i) pokazaé, ze H*(X) =0 dla k > n + 7. o

(i) jesli r = 0 i dodatkowo przeciecia U, N ... N U;, sa puste lub ukowo spéjne to H (X) = 0 dla n > r.
20) &Obliczyé H, (D™ x Y, 5" x V).

21) &Obliczy¢ H,(S" x Y)

22) Obliczy¢ H (X xY).

23) Dane przedstawienie grupy m = F/R, gdzie F' jest wolng grupa, a R C F jest podgrupa normalna.
Udowodnié¢ Ho(K (m,2);Z) ~ RN [F, F]/[F, R).

24) Dane dwie zamkniete zorientowane rozmaitosci wymiaru n. Obliczyé homologie sumy spéjnej

(M\D") U (IxS8S* Y u (N\D")
M#N = {0}xsn1 {1}xsn1 :

25) Znalezé utozsamienie H'(X; Zs) ze zbiorem klas izomorfizmu nakryé¢ 2-krotnych nad X.
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26) Znalezé utozsamienie H?(X;Z) ze zbiorem klas izomorfizmu zespolonych wiazek liniowych nad X.

27) Przestrzenie Moora: niech f, 4: S™ — S™ bedzie przeksztalceniem stopnia d. Obliczyé homologie C(f).

28) f = fn,a j-w. Obliczy¢ homologie teleskopu

Sty = Tel(s" o5 Logn Logn Logn L, )

29) Dany CW-kompleks X posklejany za pomoca odwzorowari charakterystycznych x,. Udowodnié, ze
istnieje przestrzen X 4v) sklejona z teleskopéw, tzn dla kazdej komérki o mamy diagram przemienny

Sn—1 Xo xn—1

1 o 1
n—1 Xo)(dV) n—1
Say 0 Xav

oraz

X{hy = PushOut(X'3) — || St} — || C(Sfay) -
Obliczy¢ homologie X (qv).

30) Skonstruowac taki CW-kompleks Y aby H.(Y) = H.(X)®Z,), gdzie Z,) oznacza lokalizacje pierscienia
Z w ideale (p).

31) #Niech X — Y bedzie nakryciem stopnia d < co. Zalézmy, ze d jest odwracalne w pierécieniu R. ZnaleZé
zwiazek pomiedzy H.(X; R) a H,(Y; R). Dla nakryé regularnych udowodnié¢ H,(X; R)¢ = H,(Y; R), gdzie
G jest grupa transformacji nakrywajacych.

32) M Jesli przestrzen jest produktem sfer, to ilos¢ i wymiary sfer mogg by¢ odczytane z homologii H.(—; Zy).
33) &Czy powyzsze stwierdzenie jest prawdziwe dla rzeczywistych przestrzeni rzutowych?

34) &Obliczyc H.(X;R) i H*(X; R) dla X = RP?, RP3, RP? x RP?, RP? x RP3, R = Z, Z, Z, oraz
homomorfizmy Bocksteina i H*(X, R) — Hom(H.(X, R), R).

35) Niech, M i N beda R-modulami. Niech px : X XY — X ipy : X XY — Y beda rzutowaniami. (Np
indukcyjnie po szkieletach) wykazaé, ze gdy H*(X; M) jest wolnym R-modutem, to

¢ H*(X;M)® H*(Y;N) —» H*(X x Y, M ® N)

P(a®b) = px(a)Upy (D)

jest izomorfizmem.
36) MODbliczy¢ pierscieri kohomologii zwartych orientowalnych powierzchni.

37) #Dane rozwibknienie lokalnie trywialne pary (E,0F) — B nad spdjna baza, z wiéknem (F,JF).
Zatézmy, ze H*(F,OF) jest grupa wolna, oraz przeksztalcenie indukowane wlozeniem wiékna H*(E,0F) —
H*(F,0F) jest epimorfizmem. Udowodnié, ze H*(E,0F) ~ H*(F,0F)® H*(B). (Wsk. najpierw udowodnié
dla skoniczonych pokry¢ trywializujacych.) Udowodnié analogiczny rezultat dla homologii.

38) Zadania z ksiazki Spaniera (link ze strony)
—str 279 C8, E1

— str 280 D4, D5, G1

- str 281 G3, G4



39) Niech skoriczona grupa G dziala na rozmaito$é M zachowujac orientacje w otoczeniu punktéw statych.
Zalézmy, ze R jest pierscieniem, w ktérym |G| jest odwracalne. Udowodnié, ze M /G jest R-homologiczna,
rozmaitosca. Policzy¢é H*(M/G; R). (Najpierw rozpatrzeé przypadek, gdy poza zbiorem dyskretnym G
dziala wolno.

40) Pisemnie. Obliczyé pieréciert kohomologii H*(RP?2®RP?;Z) i H*(RP?2®RP?;Z,) zakladajac,
ze H*(RP? Zy) = Zo[h]/(h?).

41) #Niech M bedzie zorientowana zwarta rozmaitoscia, a N1 i Ny zorientowanymi podrozmaitosciami.
Oznaczmy przez PD : H*(M) — Hgaim p—«(M) dualno$é Poincaré oraz iy : N — M wlozenia. Zalézmy, ze
N7 i Ny sa transwersalne, i niech i15 : Ny N Ny — M bedzie wlozeniem. Udowodnié

PD i1 ([N1]) U PD ™ ig, ([No]) = PD ™ iga. ([N1 N No))

42) #Niech M bedzie rozmaitoscia 4-wymiarowa z zadana orientacja, dim M = 4m. Forma przeceé jest
zadana na H®*"(M) przez (a,b) — w.((a Ub) N [M]) € Ho(pt) = Z. Pokazaé re sygnatura formy na
Hev*" (M) jest réwna sygnaturze formy na H?™(M). Udowodnié, ze sygnatura formy przecie¢ w H¢ (M)
jest homomorfizmem z pierécienia bordyzméw do Z.



