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1 GAL

Algebra liniowa, czasem z gradacja

1.1 Jesli V jest rzeczywista przestrzenia liniowa z zadanym operatorem J : V. — V
takim, ze J? = —1 (czyli struktura zespolona), to na V mozna zadaé¢ naturalna
orientacje.

1.2 Jesli V jest rzeczywista przestrzenia liniowa to jej kompleksyfikacja C®V
posiada naturalng orientacje.

1.3 Algebra tensorowa jako funktor dolaczony. Niech GA oznacza kat-
egorie algebr z gradacja (niekoniecznie przemiennych) nad cialem k a F : GA —
Vecty bedzie funktorem zapominania o wartosciach w kategorii przestrzeni wek-
torowych (z gradacja). Istnieje funktor T : Vect; — DA dolaczony z prawej
strony do F tzn. taki, ze Homga(T(V), A) ~ Homy et (V, A).

1.4 Algebra zewnetrzna jako funktor dolaczony. Niech CGA oznacza
kategorie antyprzemiennych algebr z gradacja nad cialem k a F : CGA —
Vect}, bedzie funktorem zapominania o wartosSciach w kategorii przestrzeni wek-
torowych (z gradacja). Istnieje funktor A : Vect; — CGA dolaczony z prawej
strony do F' tzn. taki, ze Homcga(A(V), A) ~ Homyeerr (V, A).

Algebry z gradacja i rézniczka (CDGA) i formy rézniczkowe

1.5 Niech C* bedzie przemienna algebra (nad k) z gradacja i rézniczks spetl-
niajaca regule Leibniza. (Méwimy wtedy, ze C jest CDGA/k.) Wykazaé, ze ko-
homologie H*(C*®) sa przemienng algebra z gradacja: mnozenie jest indukowane
mnozeniem w C*®.

1.6 Niech ¢ : CDGA/k — CA/k bedzie funktorem zapominania prowadzacym
do algebr przemiennych +(C*®) = C°. Wykazaé, ze « ma funktor dotaczony €:

Homga k(A 1C) = Homepaa /e ($2(A), C).
1.7 Pokazaé, ze 2(A) jest A-algebra generowana przez symbole da € (2(A))!
dla a € A z relacjami generowanymi przez d(a + b) = da + db, d(ab) = (da)b +
a(db), oraz dc=0dla c e k C A.



Stownik

Niech K bedzie dowolnym cialem charakterystyki réznej od 2. Dana jest
przestrzen wektorowa nad K, dimV = n < oco. Rozwazamy dzialanie ¥ na
Ok

o1 ®...vx) = 8gn(0)Ve(1) ® ... ® Vg (k) -

Potege zewnetzna A* (V) definiujemy jako (V®*)®k  tzn. jako antysymetryczne
tensory. Inne oznaczenia:

e VV* — przestrzen sprzezona,

e AF(V*) utozsamiamy z antysymetrycznymi formami k -liniowymi na V.

Dla rozmaitosci M:
o T, M dla x € M — przestrzen styczna, T'M — wiazka styczna,
o A*T'M — k-ta potega zewnetrzna wiazki stycznej,
e Vect(M) — pola wektorowe, czyli przekroje wiazki stycznej,
o Vect*(M) — przekroje wiazki A*T'M.
o T*M dla z € M — przestrzen kostyczna, T*M — wiazka kostyczna,
o AFT*M — k-ta potega zewnetrzna wiazki kostycznej,
o OF(M) — przekroje wiazki A*(T*M), tzn formy rézniczkowe stopnia k.
1.8 Wykazaé, ze zlozenie wlozenia i projekcji
AR (V) = (VER)Pe c VEF — (VER) /5,
jest izomorfizmem.
1.9 Sprawdzi¢, ze A*(V*) ~ (AFV)*.

1.10 Udowodnié, ze istnieje naturalny (tzn. niezalezny od wyboru bazy) izomor-
fizm
AR (V) =2 AR (V) @ AV

Izomorfizm ¢ jest dotaczony do mnozenia zewnetrznego
AF(VF) x APR (V) L An (V).

Zatem na rozmaitosci gladkiej wymiaru n (bez dodatkowych struktur) mamy
naturalne utozsamienie QF(M) ~ Vect" ¥ (M) @ Q"(M).

1.11 Niech beda dane



e kompleks przestrzeni wektorowych skonczonego wymiaru
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Vl Vn—l d Vn d 0:

e izomorfizm * : V¥ — yn—k,

e formy dwuliniowe [ : VF x V"= — R takie, ze (z,y) = [(x,xy) jest
iloczynem skalarnym w V¥, oraz [(dz,y)+(—1)* [(z,dy) = 0dlaz € V¥,
y € Vn—k'—l.

Zdefiniowa¢ formy harmoniczne, udowodni¢ rozkltad Hodge’a i udowodnié, ze
w kazdej klasie kohomologii jest dokladnie jedna forma harmoniczna. Udowodnié
dualno$¢ Poicarégo.

2 Rozmaitosci gladkie i analityczne

2.1 Niech f : M — N bedzie wlasciwym holomorficznym odwzorowaniem
rozmaitosci zespolonych. Zalézmy, ze N jest spojna. Wykazaé, ze jesli p i q sa
warto$ciami regularnymi f, to f~(p) i f~*(q) sa dyfeomorficzne (nie koniecznie
holomorficznie réwnowazne).

2.2 Niech f : M — N bedzie odwzorowaniem wiasciwym rozmaitosci gtadkich.
Jesh f jest submersja, to f jest lokalnie trywialne (w kategorii gladkiej, ale nie
analitycznej, nawet jesli przeksztalcenie jest analityczne!).

2.3 Niech grupa dyskretna G dziala na rozmaitosci topologicznej M w sposéb
wlasciwie nieciagly (tzn. taki, ze M — M/G jest nakryciem z wléknem Q).
Wykazaé, ze

a) Jesli M jest gladka (odp. analityczna) a dzialanie jest gtadkie (odp.
analityczne), to projekcja M/G ma strukture gladka (odp. analityczna) a p :
M — M/G jest lokalnym dyfeomorfizmem.

b) Jesli M jest gladka i zorientowana, a dzialanie G zachowuje orientacje, to
M /G posiada naturalna orientacje.

2.4 Jedli p: M — M jest nakryciem nad rozmaitoscia gladka (odp. zorien-
towana, analityczna) to M jest takze rozmaitoscia gtadka (odp. zorientowana,
analityczna).

2.5 Niech M bedzie rozmaitoscie gladka. Oznaczamy przez C*° (M) algebre
funkcji gladkich. Pokazaé, ze algebra form rézniczkowych 93, jest izomorficzna

2 Q(C>(M)).



3 Kohomologie deRhama
Uwaga: H*(M) oznacza grupe (pierscien) kohomologii de Rhama.
3.1 Zmalezé zamknieta forme rézniczkowa generujaca H™ H(R™ \ {0}).

3.2 Niech a € H¥(M) oraz A bedzie zbiorem wymiaru mniejszego niz k.
(Zakladamy, ze A jest dostatecznie regularny, np. jest podrozmaitoscia.) Pokazad,

ze istnieje forma w reprezentujaca klase a taka, ze supp(w) N A = ()

3.3 Niech M bedzie spdjna rozmaitoscia wymiru n. Wykazaé, ze albo H™ (M) =
R (gdy M jest zwarta), albo H™(M) = 0 (gdy nie jest zwarta).

3.4 Udowodnié, ze HY(M) = Hom(m (M), R).

3.5 Niech grupa skonczona G dziala na rozmaitosci M w sposéb wolny. Wykazaé,
ze H*(M/G) = H*(M)C.

3.6 Opisa¢ mnozenie w H*(M+#N). Obliczy¢ algebre kohomologii 2-wymiarowych
precli.

3.7 Zmnalez¢ formy harmoniczne na sferze, torusie, przestrzeni rzutowe;.



