1 Rozmaitosci 1-wymiarowe

ZADANIE 1.1 Podaé klasyfikacje topologiczna spdjnych podzbioréw prostej i
okregu.

ZADANIE 1.2 Niech M bedzie spdjna rozmaitoscia jednowymiarowa oraz M =
Uy UU,, gdzie oba wlasciwe podzbiory otwarte U; C M sa homeomorficzne z R.
Pokazaé, ze:

a) jezeli Uy N Us jest zbiorem spéjnym, to M jest homeomorficzna z R;

b) jezeli U; N Uy ma dwie sktadowe, to M jest homeomorficzna z okregiem S';
¢) jezeli M jest spdjna rozmaitoscia jednowymiarowa, to U; N Us ma jedng lub
dwie skladowe.

ZADANIE 1.3 Pokazaé, ze jezeli M = |JU;, gdzie Uy C Us C ... oraz wszystkie
zbiory sa homeomorficzne z R, to M jest homeomorficzna z R.

2 Powierzchnie

ZADANIE 2.1 W 4n-kacie utozsamiamy krawedzie wedlug wzoru

alblaflbflagbgaglbgl ... anbnarjlbgl
Wykazaé, ze otrzymamy w ten sposéb sume spdjna n torusow t.j. sfere z n
uszami.

ZADANIE 2.2 W 2n-kacie utozsamiamy krawedzie wedlug wzoru
a1a1a2da ...«0p0ap

Wykazaé, ze otrzymamy w ten sposéb sume spdjna n plaszczyzn rzutowych
t.j. sfere z n wklejonymi wtegami Mobusa.

ZADANIE 2.3 Zalez¢ warunek na to by robiac utozsamienia w wielokacie wedtug
wzoru aii)ai;)aié) ... otrzymaé powierzchnie? Co otrzymamy ze stéw:
a) ab=tb~ta" b1,
b) abedec'da=1b~te !
¢) aay...anaytay .. oata,

1 1 -1 -1
d) a1az...anay ay ...a,"qa

ZADANIE 2.4 Niech K bedzie butelks Kleina K. Wykazaé, ze K = RP2#RP?

ZADANIE 2.5 Niech T2 = S x S! bedzie torusem. Wykazaé, ze K#RP? =
T2#RP2.



ZADANIE 2.6 Niech P = P(g,m,d) bedzie sfera z g uszami, m wklejonymi
wstegami Mobusa i usunietymi d otwartymi dyskami. Modyfikujemy P w
nastepujacy sposéb: znajdujemy wilozenie

£:{0,1} x [0,1] — 9P

i definiujemy
P'=Pu;[0,1] x [0,1],

t.j przyklejamy rqczke. Pokazaé, ze w ten sposéb otrzymamy powierzchnie
homeomorficzng z P(g’,m’,d") dla pewnych ¢’',m’,d’.

ZADANIE 2.7 Wykazaé, ze kazda triangulowalna powierzchnia zamknieta jest
homeomorficzna z suma spdjna toruséw lub suma spéjna plaszcezyzn rzutowych.
Uwaga: Kazda powierzchnia jest triangulowalna.

ZADANIE 2.8 Niech P, — P; bedzie nakryciem powierzchni. Znajac P, powie-
dzie¢ jaka moze by¢ Py

ZADANIE 2.9 Ktére powierzchnie zanurzaja sie w R3. Ktére dopuszczja im-
mersje w R3.

3 Sklejanie rozmaitosci

ZADANIE 3.1 Sklejamy dwa pelne torusy wzdtuz brzegu za pomoca homeomor-
fizmu
¢:T*=R?*/7? — R?/7* = T?

zadanego przez macierz z SL(2,7Z). Obliczyé grupe podstawowa otrzymanej
rozmaitosi.

ZADANIE 3.2 Pokazaé, ze sfera S"~1 jest homeomorficzna ze sklejeniem (S” x
D"y Uy, (D™ x 771 wzdhuz wspdlnego brzegu ST x ST

Chirurgie rozmaitosci (modyfikacje sferyczne)

Definicja Niech f:S" — M bedzie zanurzeniem homeomorficznym sfery
rozszerzajacym sie do zanurzenia f: S” x D" —s M, gdzie D¥ jest k-wymia-
rowa kula domknicta w R* o promieniu 1+ ¢, e > 0. Zbudujemy rozmaitoéé M I
w nastepujacy sposéb:

1. Usuimy z rozmaitosci M podzbidr otwarty f(S™ x D"~ "),

2. Brzeg rozmaitosci M’ := M\ f(S" x D"~") jest homeomorficzny (poprzez
f) 7 a(sr X anr) = 97" % Snfrfl — a(Dr+1 % Snfrfl)’

3. My = (D"t x §"=r=1yuy M'. Méwimy, ze M; powstala w wyniku
chirurgii (modyfikacji sferycznej) rozmaitosci M wzdtuz f.

Uwaga. Chirurgii mozna dokonywaé¢ réwniez na rozmaito$ci z brzegiem
zakladajac, ze obraz f jest zawarty we wnetrzu rozmaitosci M.



ZADANIE 3.3 Sprawdzi¢, ze My istotnie jest rozmaitoscia. Zakladajac, ze M
jest orientowalna zbadaé orientowalno$é¢ M.

ZADANIE 3.4 Skonstruowaé kanoniczny bordyzm W; miedzy M; a M (zwany
$ladem modyfikacji wzdhuz f), ktéry jest homotopijnie réwnowazny z MUp D" 1.
Zbadaé orientowalnos$é sladu.

ZADANIE 3.5 Jak zachowuje sie grupa podstawowa przy modyfikacjach wzdtuz
sfery 0-wymiarowej i 1-wymiarowej gdy wymiar rozmaitosci jest wiekszy niz 37

ZADANIE 3.6 Dla dowolnej grupy skonczenie prezentowalnej G skonstruowaé
zamknieta orientowalng rozmaitosé 4-wymiarowa M taka, ze m (M) ~ G.

Wsk: Skonstruowaé¢ rozmaito$é M*, ktérej grupa podstawowa jest grupa
wolna. Nastepnie skorzystaé z zad. i faktu, ze dowolne przeksztalcenie f: S! —
M* jest homotopijne z gladkim zanurzeniem. Jegli rozmaitosé M* jest orien-
towalna, to wiazka normalna do tego zanurzenia jest trywialna.

4  Orientacja rozmaitosci

ZADANIE 4.1 Niech M bedzie rozmaitoscia wymiaru n, a TM jej wiazka sty-
czng. Wykazaé, ze wiazka sfer wiazki liniowej AT M jest rozmaitoscia orien-
towalna,.

ZADANIE 4.2 Rozmaitos¢ M jest orientowalna wtedy i tylko wtedy gdy jest
orientowalna po wyjeciu z niej dowolnej domknietej podrozmaitosci kowymiaru
>2

5 Rozmaitosci 3-wymiarowe

ZADANIE 5.1 Niech M; dla i = 1,2 beda pelymi torusami (t.j. D? x S%).
Zmalez¢ homeomorfizmy ich brzegéw takich, zeby w wyniku sklejenia otrzymaé

sfere S3, S% x S', przestrzenie soczewkowe. Znalezé odwzorowania indukowane
na m (OMy) ~Z @ Z.

ZADANIE 5.2 Wkazaé, ze kazda orientowalna 3-wymiarowa rozmaitosé lest suma,
dwu pelych precli sklejonych wzdtuz brzegu (rozklad Heegaarda).

ZADANIE 5.3 Jedli M? jest rozmaitoscia zamknieta, 3-wymiarowa o skoniczonej
grupie podstawowej to M? jest orientowalna.

ZADANIE 5.4 Grupa podstawowa 3-wymiarowej rozmaitosci zamknietej nie za-
wiera podgrupy postaci Z, @ Zj,.



Uwaga. Jezeli kazda podgrupa rzedu p? skoriczonej p-grupy G jest cykliczna
to G jest cykliczna lub (dla p = 2) uogdlniona kwaternionowa).

Twierdzenie (J.Milnor) Niech p bedzie liczba pierwsza. Dowolna pod-
grupa rzedu 2p grupy podstawowej 3-wymiarowej rozmaitosci zamknietej jest
cykliczna.

6 Inne zadania

ZADANIE 6.1 Niech L = {z € S?"71/|f(z) = 0} C C", gdzie f jest jed-
norodnym wielomianem, a S?"~! sfera o srodku w 0. Zatézmy, ze f ma punkt
krytyczny tylko w 0. Wykazaé, ze L jest brzegiem.

(Uwaga: Zalozenie o jednorodnosci f mozna odrzucié.)

ZADANIE 6.2 Oznaczmy x2(X) := x(X)mod2 € Zs, gdzie x(X) oznacza
charakterystyke Eulera. Jesli rozmaito$é zamknieta M ogranicza to x2(M) =
0. Uwaga: Przystawania mod 2 nie mozna zastapi¢ rownoscia nawet dla roz-
maitosci zorientowanych.

ZADANIE 6.3 Niech (M,90M) bedzie rozmaitoscia z brzegiem taka, ze wlozenie
OM C M jest Sciagalne. Wtedy

a) rozmaito$¢é M jest Sciagalna,

b) jesli OM jest jednospdjna, to M jest homeomorficzna z dyskiem,

¢) Skonstruowaé przyktad (M,0M) taki, ze OM C M jest $ciagalna, a M
nie jest homeomorficzna z dyskiem.

7 Zadania specjalne
Dla znawcéw kohomologii.

ZADANIE 7.1 Obliczy¢ pierscienie kohomologii powierzchni.

ZADANIE 7.2 (Zadanie dodatkowe) Wykazaé, ze CP?"#CP?" nie jest homeo-
morficzne z CP?"# — CP?", gdzie —CP?" oznacza CP?" z odwrécona orientacja.

Zadania geometryczne

ZADANIE 7.3 W zespolonej plaszczyznie rzutowej réwnanie stopnia d opisuje
krzywa algebraiczna C. Przy zalozeniu ze C jest nieosobliwa obliczy¢ jej genus.

ZADANIE 7.4 Pokazaé, ze kazda rzeczywista orientowalna powierzchnia jest
dyfeomorficzna z pewna krzywa algebraiczna w CP3.
Wsk: Powierzchnie zanurzyé w CP! x CP'.



ZADANIE 7.5 Pokazaé, ze nie kazda rzeczywista orientowalna powierzchnia zam-
knigta jest zupelmym przecieciem w CP? (tzn. nie jest przecigciem dwu ze-
spolonych hiperpowierzchni).

Wsk: (C) = (e1(TC), [C)) = —deg Ko

Rozdmuchaniem dysku D?* C C™ w punkcie 0 nazywa sie podzbiér X C
D?" x CP(n — 1) opisany ukladem réwnan: {z;y; = z;y;li,j = 1,...,n}. Za-
uwazyé, ze: projekcja mp : X — D?" jest lokalnym dyfeomorfizmem poza
7~1(0), natomiast 7=1(0) = CP(n — 1).

ZADANIE 7.6 Wykazaé, ze X jest homeomorficzna z D?"# — CP(n).

ZADANIE 7.7 Korzystajac z twierdzenia o otoczeniu normalnym podrozma-
itosci zdefiniowaé¢ rozdmuchanie rozmaitosci wzdtuz podrozmaitosci zamknietej
N C M. (Dla znawcéw: obliczy¢ homologie.)

8 Uogdlnione kohomologie
Uogodlniona teoria kohomologii to jest funktor kontrawariantny:
{Pary przestrzeni topologicznych} — {Grupy abelowe z gradacja}
AC B—s h*(B, A)
spetiajacy

1. Dla kazdego otwartego zbioru U takiego, ze U C int A wlozenie indukuje
izomorfizm

h*(B,A) — h*(B\U,A\U),

2. Dla trojki podprzestrzeni A C B C C istnieje naturalne przeksztalcenie 9,
takie, ze natepujacy ciag jest doktadny:

—— h* (B, A) —> h*(C, B) — h*(C, A) — h*(B, A) — |

3. Dwa przeksztalcenia homotopijne indukuja to samo na kohomologiach.

Grupe z gradacja h* = h*(pt, ) nazywamy wspdlezynnikami teorii h*(—, —).
Piszemy h*(X) dla oznaczenia h*(X, ().

ZADANIE 8.1 Wykazaé, ze:
1. h*(X) ~ h*(X,pt) ® h*;
2. (X xI,Ax TUX x 0I) ~ h*~Y(X, A), gdzie I jest odcinkiem [0, 1];



3. h*(X VY,pt) ~ h*(X,pt) ® h*(Y,pt), gdzie X VY = X LI, Y powstaje z
X 1Y przez sklejenie wzdluz jednego punktu.

ZADANIE 8.2 Obliczyé h*(S™).

ZADANIE 8.3 Jakie odwzorowanie na kohomologiach indukuje sciagniecie réwnka
w sfrze o : S —— S™ VvV S™.

ZADANIE 8.4 Obliczyc kohomologie orientowalnej powierzchni bez brzegu.

ZADANIE 8.5 Zalozmy, ze mnozenie przez 2 w h* jest suriektywne. Obliczyc
kohomologie nieorientiwalnej powierzchni bez brzegu.

9 Wiazki wektorowe i pokrewne

ZADANIE 9.1 Wykazaé, ze wiazka styczna do grupy Lie jest trywialna (np.
S1,5% a nawet S7, choé¢ dziatanie nie jest laczne.)

ZADANIE 9.2 Znalez¢ funkcje sklejajaca dla wiazki Hopfa (tautologicznej) nad
CP!, nazywanej tez O(—1).

ZADANIE 9.3 Znalez¢ funkcje sklejajaca dla wiazki stycznej do sfery (przyna-
jmniej dla n = 2).

ZADANIE 9.4 Zidentyfikowaé przestrzen Thoma wiazki H* = O(1) — sprezonej
do tautologicznej nad przestrzenia rzutowa.

ZADANIE 9.5 Niech F; — B; dla i = 1,2 beda wiazkami wektorowymi.
Wykazaé, ze przestrzen Thoma wiazki p1 X pa: Fq X Fy — By X By jest home-
omorficzna z T(Ey) A T(Ez). Wywnioskowaé stad, ze T(E @ 0%) = XFT(E).

ZADANIE 9.6 Wykazadé, ze wigzka sfer jedynej nietrywialnej rzeczywistej wiazki
wektorowej wymiaru 3 nad S? jest homemorficzna z CP(2)# — CP(2) (a wiec
CP(2)# — CP(2) jest brzegiem wiazki dyskéw.)

10  Przestrzenie jednorodne grup liniowych.

ZADANIE 10.1 Wykazaé, ze kazda spéjna grupa Liego jest brzegiem. Czego
brzegiem jest RP? = SO(3)?
Wsk: Zwarta grupa Liego zawiera podgrupe izomorficzng z S*.

ZADANIE 10.2 Znalez¢é zanurzenie rozmaito$ci Grassmanna w przestrzen afinicz-
na oraz w przestrzen rzutowa (nizszego wymiaru).

ZADANIE 10.3 Niech V bedzie n-wymiarowa przestrzenia wektorowa nad R lub
nad C. Przestrzenia flag nazywamy przestrzen, ktérej punktami sa ciagi pod-
przestrzeni Vi C Vo C ... C V,, takie, ze dim(V;) = 1. Wykazaé, ze przestrzen
flag jest zwarta i spOjna rozmaitoscia. Znalezé jej wymiar.



11 Wiazki II

ZADANIE 11.1 Definiujemy podzbiér w grassmanianie G(n, N) podprzestrzeni
n-wymiarowych w K¥ (K = R lub C):

p={VcKY:dimV =n, dm(VNnK¥"* <n-k)}.

(KN=F traktujemy jako podzbiér KV opisany réwnaniami z; = x5 = ... =
xp = 0.) Wykazaé, ze wiazka tautologiczna nad G(n, N) \ Ay ma k prZGkI‘OJOW
liniowo niezaleznych. Obliczyé¢ kowymiar Ay,.

ZADANIE 11.2 Jedli p: E —— X jest k-wymiarowa wiazka rzeczywista nad n-
wymiarowym C'W-kompleksem, to p posiada k—n przekrojéw liniowo niezaleznych
w kazdym punkcie.

ZADANIE 11.3 Jesli L jest wiazka rzeczywista jednowymiarowsa, to L ® L ~ 1.
Jesli L jest wiazka zespolona jednowymiarowa, to L ® L* ~ 1, gdzie L* oznacza
wiazke sprzezong do L. Zbiér klas izomorfizmu wiazek liniowych Vect(X) jest
grupa ze wzgledu na iloczyn tensorowy.

ZADANIE 11.4 Zdefiniowaé¢ odwzorowanie p : CP(c0) x CP(o00) — CP(oc0)
takie, aby p*H ~ HXRH = p{H ® p3H, gdzie H = O(—1) oznacza wiazke
tautologiczna, a p; sa rzutami.

ZADANIE 11.5 Niech M bedzie gladka rozmaitoscia. Wykazaé, ze przekatna

w M x M ma otoczenie homeomorficzne z otoczeniem przekroju zerowego w
wiazce stycznej do M.

ZADANIE 11.6 Wiazka tautologiczna H nad CP" jest podwiazka n+1-wymiarowej
wiazki trywialnej. Jaka jest wiazka ilorazowa? (Wsk: TCP" ® H.)

ZADANIE 11.7 Zauwazy¢ izomorfizm wiazek rzeczywistych: T'S™ @ 6! ~ g1,
Czy zachodzi on takze dla n = 2, gdy rozpatrujemy wiazki zespolone?

ZADANIE 11.8 Opisaé pélpierécien wiazek rzeczywistych nad S' i wiazek ze-
spolonych nad S2.

ZADANIE 11.9 Niech E —— X bedzie n-wymiarowa rzeczywista wiazka wek-
torowa. Wykazaé, ze nastepujace konstrukcje przestrzeni Thoma, oznaczanej
Th(E), sa naturalnie homeomorficzne:

e P(E®1)/P(FE), gdzie P(—) oznacza funktor projektywizacji;

D(E)/S(FE), gdzie S(E) C D(E) C E oznacza odpowiednio wiazke sfer i
wiazke dyskéw w pewnej metryce na E;
o Jesli X jest przestrzenia zwarta, Et := EU{cc}, jednopunktowe uzwarce-

nie przestrzeni F.

Uwaga Dla wiazki zerowymiarowej nad X definiujemy przestrzen Thoma
jako X [[{oo}, ktéra takze bedziemy oznaczaé¢ X+.



12 Izomorfizm Thoma itp.

ZADANIE 12.1 Udowodni¢ doktadnos¢ ciagu Mayera-Vietorisa w teorii bordyzmow
N.(—).

ZADANIE 12.2 Niech £ — X bedzie n-wymiarowa wiazka wektorowa. Oper-
acja transwersalnego przeciecia z przekrojem zerowym indukuje przeksztalcenie
T : N.(Th(E)) = N,_,(X). Korzystajac z ciagu Mayera-Vietorisa udowodni¢,
ze T jest izomorfizmem.

ZADANIE 12.3 Geometrycznie znalezé przeksztalcenie odwrotne do T' na poziomie
odwzorowan M — X. Przeprowadzi¢ geometrycznie dowdd izomorfizmu.

ZADANIE 12.4 Rozwazamy zbiér klas odwzorowan z rozmaitosci z brzegiem do
X takich, ze obraz brzegu jest zawarty w A. Wprowadzamy oczywista relacje
bordyzmu. Klasy réwnowaznosci oznaczamy N, (X; A). Pokazaé, ze N, (X, A) ~
N, (X/A)

ZADANIE 12.5 Wykazaé, ze jesli wiazka styczna do zwartej rozmaitosci M jest
stabilnie trywialna, to M jest dyfeomorficzna z f~!(pt) dla pewnego odwzorowa-
nia sfer f: Sk — ™.

13 Kobordyzmy

Niech A bedzie rozmaitoscia. Definiujemy grupe kobordyzmdéw relatywnych
N*(A, B). Jest to zbiér klas odwzorowan wlasciwych f: M — A, gdzie M jest
rozmaitoscia (by¢ moze nie zwarta) oraz obraz f(M) C A\ B. Analogicznie
definiujemy relacje kobordyzmu. Gradacja jest zadana wirtualnym kowymia-
rem: % = dim A — dim M.

ZADANIE 13.1 Niech z € A. Udowodnié, ze N*(A, {z}) ~ N*(A). Geome-
trycznie zdefiniowaé rozktad N*(A4) = N*(A4,{z}) & N*({z}).

ZADANIE 13.2 Dualnoé¢ Poincarégo: Niech X bedzie rozmaitoscia zwarta. Niech
A C X bedzie otwartym podzbiorem takim, ze 0A jest hiperpowierzchnia.
Udowodnié, ze N*(A, B) ~ Ngim x—«(X \ B, X \ A).

ZADANIE 13.3 Niech X bedzie zwarta rozmaitoscia z brzegiem. Wykazaé ,ze
N*(X) ~ Ndime*(X7 8X) oraz N*(X, 8X) ~ Ndime*(X)'

ZADANIE 13.4 Opisaé rézniczke w ciaggu Mayera-Vietorisa dla N*(—).

ZADANIE 13.5 Niech X bedzie zwarta rozmaito$cia wymiaru n, ap: £ — X
rzeczywista wiazka wektorowsa rangi r. Sparwdzi¢, ze nastepujace diagramy sa



przemienne:

N*(DE,SE) ¢ N .. .(DE)

ThomT Ti*

x—1 Poincare
N (X) E— Nn+r—*(X)v

N*(DE) e N . (DE,SE)

i*l lThom
N* (X) Poincare Nn_* (X) ’

gdzie DE jest wiazka dyskéw, SE jest wiazka sfer, a i : X — E jest wlozeniem
jako przekrdj zerowy. Narysowac analogiczne diagramy gdy X jest rozmaitoscia
z brzegiem.

ZADANIE 13.6 Sprawdzi¢, ze izomorfizmy Thoma T : N.(Th(E)) = N,_.(X)
oraz T : N*(X) — N*'"(Th(FE)) sa transferami dla wlozenia X w E jako
przekrodj zerowy.

ZADANIE 13.7 Niech f : X — Y bedzie odwzorowaniem gtadkich rozmaitosci.

Sprawdzié, ze transfery mozna wyrazic wzorami: f' = Do f* o D™! (trans-
fer homologiczny) fi = D~! o f, o D (transfer kohomologiczny), gdzie D :
N*(X) —== Naim x—»(X) jest dualnoécia Poincaré. Czy te wzory obowiazuja
dla rozmaitosci z brzegiem?

ZADANIE 13.8 Udowodnié, ze singularna teoria (ko)homologi H*(—) i H.(—)
dopuszcza transfer dla gtadkich odwzorowan witasciwych.



14 Grupy formalne

ZADANIE 14.1 Niech f(z) = z + az® + bz® + ... € R[[z]] bedzie szeregiem for-
malnym nad dowolnym pierécieniem R. Jak wygladaja wspélczynniki grupy for-
malnej indukowanej z grupy addytywnej: F(z,y) = f~*(f(x) + f(y)) (obliczy¢
wspdlezynniki przy jednomianach stopnia < 3).

ZADANIE 14.2 Niech F(z,y) = « +y + azy € R[[z,y]] (R jest dowolnym
pierscieniem, a € R). Czy F jest grupa formalna? Jesli tak, to podaé¢ wzér
na formalng odwrotno$é ¢(z) spemiajaca tozsamosé F(z,¢(x)) = 0. Czy za-
wsze F' jest indukowana z grupy addytywnej = + y, t.zn. czy ma logarytm?

ZADANIE 14.3 Endomorfizm grupy formalnej F' jest szeregiem formalnym f(x)
takim, ze f(F(x,y)) = F(f(x), f(y)). Opisaé piersciei Endomorfizméw grupy
addytywnej dla: a) R=Q, b) R=F, =Z/pZ.

ZADANIE 14.4 Opisaé grupe formalna, stowarzyszong z teoria kohomologii sin-
gularnych o wspétczynnikach w Fo.

ZADANIE 14.5 Opisaé rozmaitosci reprezentujace wspétczynniki w grupie for-
malnej stowarzyszonej z teoria kobordyzmoéw niezorientowanych.

ZADANIE 14.6 Niech J = (z,y) C R|[[z,y]] bedzie idealem generowanym przez
xiy. Zalézmy, ze R jest algebra nad Fo, oraz grupa formalna F' spelnia warunek
F(x,2) = 0. Przypusémy, ze F(x,y) =z +y + G(x,y) mod J"H, gdzie G jest
wielomianem jednorodnym stopnia n. Pokazaé, ze G(x,y) = a((z+y)"—a"—y")
dla pewnego a € R.

ZADANIE 14.7 Niech R bedzie algebra nad Fy. Wykazaé, ze kazda grupa for-
malna speliajaca warunek F(z,z) = 0 jest indukowana z grupy addytywnej.
Logarytm jest szeregiem formalnym f(z) = z+a12% +azx® +... € R(z) takim,
zea; =0gdy j=2'—1dlaieN\{0}.

ZADANIE 14.8 Wykazac, ze jesli R jest algebra nad cialem charakterystyki zero
(n.p. nad Q), to kazda grupa formalna jest indukowana z grupy addytywnej.

Wsk: Logarytmem jest [ %, gdzie g(z) = (%Zvy))lyzo.
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15 Kolejna seria
ZADANIE 15.1 Opisaé odwrotnoéé izomorfizmu N*[z]/(z"+1) — N*(RP")
z > e(H) = (RP"! — RP").

Odp: Klasa [M — RP"| jest réwna > . M;z' = (31, Via')/P(z), gdzie
V; = p(M - e(H)"~%) oraz p jest odwzorowaniem w punkt. Szereg P(x) jest
dany wzorem P(z) = 1+ [RP!]x + [RP?|2? + .. ..

ZADANIE 15.2 Niech h* bedzie teoria kohomologii okreslona na skonczonych
CW-kompleksach. Zalézmy, ze w h* istnieje naturalna klasa Eulera. Sprawdzi¢
poprawno$é¢ definicji grupy formalnej zadanej przez

F(z,y)mod (z" ', y™ ™) = ¢(H, x H,,) € h*(RP" x RP™),
gdzie H, i H, sa wiazkami Hopfa. Korzystamy z utozsamienia h*(RP™ x

RP™) =~ h*[z,y]/(@"+1,y™m ).

ZADANIE 15.3 Podaé jawna postaé pierwszych paru wspétczynnikéw grupy for-
malnej zdefiniowanej przez klase Eulera w teorii kobordyzmoéw.

Wsk: Skorzystaé ze wzoru: F(z,y) = (Zi7j21[Hi7j]a:iyj) /P(x)P(y), gdzie
H; ; jest rozmaitoscia Milnora, a szereg P(z) jest zdefiniowany w zadaniu ?7.
Pokazaé, ze Hy 1, Hi 2, Hoa, Hi3 i Hy2 sa brzegami.

Uwaga: Kazda rozmaitos¢ 3-wymiarowa jest brzegiem.

ZADANIE 15.4 Podac jawna posta¢ pierwszych paru wspétczynnikow logarytmu
powyzszej grupy formalne;j.

ZADANIE 15.5 Niech F' bedzie grupa formalna. Definiujemy liczbe (wysokosé)

ht(F):min{n:F(m,F(Jj,...,x)...):O}.

n

Wykazaé, ze jesli F' ~ G (t.zn. istnieje odwracalny szereg formalny f(z) = z+. ..

taki, ze F(x,y) = f~H(G(f(2), f()))) to ht(F) = ht(G).

ZADANIE 15.6 Wykazac, ze grupa formalna nad F,, zadana szeregiem x+y+zy
nie ma logarytmu.

ZADANIE 15.7 Sprawdzi¢, ze transfer zadany przez klase Thoma dla N*(—)
jest transferem zdefiniowanym przez zlozenie funkcji

AIM 25 X = [M 1% v

dla f: X - Y.
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16 Grupy formalne II

ZADANIE 16.1 Niech R bedzie pierécieniem, a m jego idealem. Zakladamy, ze
R jest zupelny w topologi m-adycznej. Dana jest grupa formalna nad R. Dla
elementéw a,b € m definiujemy a xp b = F(a,b). Upewnié sie, ze wzdr ten ma
sens. Wykazaé, ze mp = (m, *r) jest grupa przemienng. Opisaé te grupe gdy
F(z,y) =x +y oraz gdy F(x,y) =z +y + xy.

ZADANIE 16.2 Niech R bedzie pierscieniem takim jak w ??. Dane sa grupy for-
malne F'i G nad R oraz ich ,,homomorfizm”, tzn szereg f taki, ze f(F(z,y)) =
G(f(x), f(y)). Wykazaé, ze f indukuje homomorfizm grup f, : mp — mg.

ZADANIE 16.3 Niech R i R’ beda pierscieniami takimi, jak w ??. Niech « :
R — R’ bedzie homomorfizmem takim, ze a(m) C m’. Niech F' i G beda gru-
pami formalnymi, a f ich ,,homomorfizmem”. Wykazaé, ze « indukuje diagram
przemienny grup: f,

mpg — meg
a,l o(f) ,lo‘
Moy T Ma)

ZADANIE 16.4 Niech Af fr bedzie kategoria dualna do kategorii algebr nad R.

Obiekt odpowiadajacy algebrze A oznaczamy spec(A);

Mor 4 ¢, (spec(A), spec(B)) := Morg_qi4(B, A) .

Rozwazy¢ czy istnieje odpowiednio$¢ pomiedzy
- strukturami grupowymi na spec(R[[z]]), a
- grupami formalnymi nad R.
Wsk: Ewentualnie zmodyfikowaé kategorie Af fr.

ZADANIE 16.5 Niech k bedzie cialem charakterystyki zero. Korzystajac z tego,
ze kazda grupa formalna nad pierscieniem, ktéry jest algebra nad k& ma jednoz-
naczny logarytm opisa¢ uniwersalng grupe formalna, tzn taka algebre U nad
k i grupe formalna Fy nad U, ze dla kazdej algebry R nad k i kazdej grupy
formalnej F' nad R istnieje homomorfizm « : U — R taki, ze a(Fy) = F.

ZADANIE 16.6 Niech R bedzie dziedzing charakterystyki zero (tzn n-1g # 0
dla n > 0). Wykazaé, ze dla dowolnych grup formalnych F' i G przeksztalcenie
(%)m:o : Mor(F,G) - R, flx)=>7 ar’ = ay

jest monomorfizmem. Podaé przykitad grupy formalnej takiej, ze to przek-
sztalcenie nie jest epimorfizmem.

ZADANIE 16.7 Zakladamy, Ze R jest algebra nad IF,. Wykaza¢, ze kazdy loga-
rytm, tzn ,,izomorfizm” z F' do grupy addytywnej mozna zmodyfikowaé tak, ze
k
wspélezynniki przy xP  beda zerowe, a wspolczynnik przy z sie nie zmieni.
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