Zadania wybrane przez Piotra Oszera i Andrzeja Webera

Zadania do rozwigzania przy tablicy 9 pazdziernika

a 1 1la—-1
1 Dokonczy¢ zadanie: dla jakiego parametru a € R uklad zadany macierza |1 a 1|1—a| ma
1 1 a| O

jedno/wiele/zero rozwiazan.

1 a a?|1
2 Rozwiazaé uklad réwnan zadany przez macierz |1 b b | 0| dlaa, b c € R.
1 ¢ 210

3 Wyznaczyé wartosé parametru a € R, dla ktérych uktad rownan jest niesprzeczny

ary +x9 — 23+ x4 = @
1+ axrs +r3+ary =3
1+ 229 + 23 + 204 = 2

4 Niech n > 3. Rozwiaz, w zaleznosci od n, uktad réwnan:

1 +x2=0
Ti+Tip1 +Tiza=0 (1<i<n-—2)

Tp—1+ xy, =0.
5 Zmnalez¢ uktad réwnan nad R, ktérego zbiér rozwiazan jest postaci
(s+t+1,3s—t—2,s—t,2s—t—1).

6 Wiemy, ze (1,2,3), (2,3,1) i (3,1,2) sa rozwiazaniami pewnego ukladu réwnan liniowych oraz (0,0,0)
nie jest rozwigzaniem. Wskazaé wszystkie trojki liczb bedace rozwiazaniami.



Zadania do rozwigzania przy tablicy 16-17 pazdziernika

1 Niech p bedzie liczba pierwsza.
a) Znalez¢ sume elementéw Z,.
b) Znalez¢é iloczyn niezerowych elementéw Z,,

2 Rozwiaza¢ uktad réwnan liniwych
5r + 3y =4
3z 46y =1

a) w ciele Z1;
b) w ciele Z7

3 W zbiorze liczb zespolonych rozwiazaé¢ réwnania

(Odpowiedzi do ponizszych zadan szukaj w [Kostrykin, Zbiér zadan z algebry, roz 5])

4 7malezé czesé rzeczywisty i urojong liczby
a) (14 )1000

b) (@)30

Wskazéwka: zapisaé liczbe w postaci trygonometrycznej.

5 Rozwiaza¢ rownania liniowe o wspéczynnikach zespolonych
) {(1+i)21+(1—i)22 =1+i
(1—d)z1+(14+i)zp =1+ 30
x4y — 22=10
b) Sz —y + 2iz=20
iz —3iy— (1+1i)z =30



Zadania do rozwigzania przy tablicy 23-24 pazdziernika

1 Dla liczby naturalnej k definiujemy liczbe zespolong z, = cos(%k) + 1 sin(%k). Dla jakich k& < 12
istnieje liczba m € N taka, ze 2;* = 217

2 Niech n bedzie liczbg naturalna. Udowodni¢ wzor

sinx + sinnz — sin(1 + n)x

i in 2 i =
sinx + sin 2x + ... + sin nx 2(1_COS$)

Wskazdwka: Zastapié¢ sin x liczba zespolona i skorzystaé ze wzoru na sume szeregu geometrycznego.
3 Naszkicuj na ptaszczyznie zespolonej zbér
{z€C : Re((z+1+0)H) >0}
4 Rozlozyé¢ wielomian f(z) na iloczyn wielomianéw stopni < 2 o wspélezynnikach rzeczywistych.
a) f(z) =27 + 8z* + 4a® + 32
b) flz) =25+ 23 +1

Odp: (2% — 2005(%77)3: +1)(2% -2 cos(%ﬂ)m +1)(z? - 2COS(%7T).I‘ +1)
c) flx)=2°—1

5 Czy wielomian 2* — x € Zs[x] da si¢ rozlozy¢ na iloczyn wielomianéw stopnia < 27
6 Czy wielomian 2° — 2 € Z3[x] da si¢ roztozyé na iloczyn wielomianéw stopnia < 27

7 Znalezé wszystkie rozwiazania réwnania x* — 83 + 2722 — 382 + 26 = 0 wiedzac, ze jednym z
rozwigzan jest x =141



Zadania do rozwigzania przy tablicy 31 pazdziernika

1 Niech X = R® oznacza zbiér funkcji z R do R. Ktére z ponizszych podzbioréw X sa podprzestrzeniami
liniowymi?
a) funkcje wielomianowe?
b) funkcje speliajace f(0) = 17
c¢) funkcje spetniajace f(1) = 07 ¢ d) funkcje spelniajace f(x) = f(—=x), dla kazdego = € R?
e) funkcje spelniajace f(z) > 0 dla x > 07
f) funkcje okresowe?

2 Ile jest podprzestrzeni liniowych w (Zs3)?? Opisa¢ je réwnaniami.

3 Czy wektor (1,1,1) nalezy do podprzestrzeni liniowej R? rozpietej przez (1,3,2), (1,2,1), (2,5,3)?
A wektor (1,4,3)?

4 a) Znalez¢ uktad wektoréw rozpinajacy podprzestrzen liniowg w R* opisana réwnaniami

Ty —x9+x23=0
r1+x2+24=0

b) Opisaé réwnaniami podprzestrzeii R* rozpieta przez wektory (1,—1,1,0), (1,1,0,1) w R,
5 Opisaé¢ réwnaniami podprzestrzen liniowa w R> rozpieta przez wektory
(1,-1,1,-1,1), (1,1,0,0,3), (3,1,1,—-1,7), (0,2,—1,1,2).
6 Udowodnié, ze kazdy wektor przestrzeni C* rozpietej na wektorach
(¢,1,—4,-1), (4,—1i,1,-1), (1,0,0,—1)

spelnia warunek: x1 + 2 + 3 + 4 = 0. Natomiast nie kazdy spelnia =4 = —1.



Zadania do rozwigzania przy tablicy 6-7 listopada

1 Czy te uktady wektoréw sg liniowo niezalezne?
a) (1,1,0), (1,2,-3), (2,4,1) w R
b) (1,2,1,1), (2,—-1,-1,4), (5,5,2,7) w R%;

2 Wyznaczyé wszystkie watrosci parametru a, tak by uktad (a, 1,1), (1,a,1), (1,1,a) € R3 byl liniowo
niezalezny.

3 Czy te uklady wektoréw rozpinajg caly przestrzen?
a) (3,1,1), (1,0,2), (0,3,2) w R3;
b) (3,1,0,-2), (5,2,2,-1), (1,-1,0,-2), (5,1,1,-3), (=7,-3,1,5), (4,1, -2, —5) w R*;

4 Niech V' C R[z] bedzie podprzestrzenia liniowa skladajaca sie z wielomianéw stopnia < 10 oraz
spelniajacych

f(1)=f(2)=0.

Znalez¢ uktad wektoréw (tzn wielomianéw) rozpinajacy V.

5 Wykazaé, ze jesli w ciele F zachodzi 1 + 1 # 0 to dla dowolnych wektorow v, w € V' w przestrzeni
liniowej nad F mamy lin(v + w,v —w) = lin(v, w).

6 Dane wektory w R3: aq = (1,1,1), ag = (1,2,3), 81 = (1,—1,1), B2 = (4, 1,2). Opisaé¢ réwnaniami
lin(oq, 062) N lin(ﬁl, ,62)

7 Niech W c R* bedzie opisane przez réwnania x; + 22 + x4 = 0 i 3 — x4 = 0. Niech V bedzie
najmniejsza popdprzestrzeniag R* zawierajaca W oraz wektor (1,1,1,2). Znalezé uklad rozpinajacy V.
Zmnalez¢ réwnanie przestrzeni zawierajacej V.

8 Niech V bedzie przestrzenia liniowa, § € V oraz a1, ag, ..., ai bedzie ukladem liniowo niezaleznym.
Wykazaé ze 5 € lin(aq, ag, ..., ag) wtedy i tylko wtedy gdy a1, ag,..., ag, 3 jest liniowo zalezny.



Zadania do rozwigzania przy tablicy 13—-14 listopada
1 Niech V C R7 bedzie podprzestrzenia opisang réwnaniami

1+ xo+x3+Ta+25+26+ 27 =0
1 + 229 + 3x3 4+ 44 + 25 + 626 + T27 = 0

Znajdz réwnanie opisujace poprzestrzen rozpieta przez V i wektor (2,1,2,1,2,1,2).

2 Niech z,9, 2, s,t beda wspélrzednymi w przestrzeni R5. Znalzé baze przestrzeni liniowej opisanej
przez rownania:

x — y 4+ z - 25 4+ t =0
3 + 4y — z 4+ s + 3t =0
r — 8y + bz 4+ As + 0

zalezno$ci od parametru A € R.

3 Dane sa wektory a1 = (—1,1,1), ag = (1,1,2), as(t) = (—=3,t,0).
a) Dla jakich t € R uklad a1, ao, as(t) jest bazg przestrzeni R3?
b) dla kazdego t takiego jak w a) znalezé wspélrzedne wektora 5 = (1,1, —1) w tej bazie.
c¢) Dla jakich wartosci t wektor a3(t) jest kombinacja liniowa a1 i ae? Znalezé te kombinacje.

4 Niech oy = (1,3,1), ag = (2,2,1), « = (—3,0,1). Znalez¢ (jesli istnieje) taki wektor as, ze uklad
a1, ag, a3 jest bazg R? i wektor @ ma w tej bazie wspélrzedne 2,-3, 1.
b) to samo polecenie gdy (5 = (3,5,2).

5 Dane sa dwie podprzestrzenie w R%:

z 42y 3w = 0 3z +y —2 3w = 0
— ; W =
r 4y -2z =0 z 4ty —2 —w = 0

Opisaé¢ réwnaniami

VAW={v+weR|veV, wecW}.
Zmnalez¢ wymiary przestrzeni V +V iV NW.

6 Niech W C R* bedzie opisane przez réwnania x1+xo 424 = 0i 23 —24 = 0. Czy wektory (1,0,0,1),
(0,1,0,1), (0,0, 1,2) mozna dopeié¢ wektorem 3 € W do bazy R*. Jedli tak, to podaé przyklad takiego
wektora.

7 Niech A = {a1,a9,...,a;} C K" bedzie ukladem wektoréw liniowo niezaleznych. Niech V- C K™
bedzie podprzestrzeniag wymiaru n — k. Udowodnié, ze uklad A mozna dopetnié¢ do bazy wektorami z
V wtedy i tylko wtedy gdy V Nlin A = {0}.

8 Rozwazamy przestrzen liniows ciagéw o wyrazach rzeczywistych, ktére utozsamiamy z funkcjami
N — R. Dla A € R definiujemy funkcje

fA:N=R,  fi(n)=n.

Czy uktad
{IAeR}

jest liniowo niezalezny?
9 (*) Niech k,n € N, 0 < k < n. Udowodni¢, ze wyrazenie

(" =) —p)(p" —p?)...(p" —p" )
(P = 1)(p* —p)(P*F —p?) ... (pF —p*~1)

jest wielomianem zmiennej p.



Zadania do rozwigzania przy tablicy 20-21 listopada

1 (Zadanie nieomdéwione ostatnim razem, rozszerzone o drugi punkt.)
a) Rozwazamy przestrzen liniowa R* ciagéw o wyrazach rzeczywistych, ktore utozsamiamy z funkcjami
N — R. Dla A € R definiujemy funkcje

fAtN=R,  fa(n) =n.

Czy uktad

{ATAeR]}
jest liniowo niezalezny?
b) Czy uklad

{AAIAeR}

jest bazg R,
2 Znalez¢ rzad macierzy

25 31 17 43
75 94 53 132
75 94 54 134
25 32 20 48

Mozna wykonywaé operacje elementarne na wierszach i kolumnach. Postaraé sie zrobi¢ jak najmniejsza
ilos¢ operacji. Unika¢ utamkéw.

3 Niech a,b,c,d,e € K beda parami réznymi elementami ciatla K. Udowodnié, ze macierz

1 1 1 1 1
a b ¢ d e
a? v 2 d? e
ad v oA B el
a* vt A adt et

ma rzad 5.

4 Przypusémy, ze macierz A ma m wierszy oraz rzad A jest réwny r. Niech s < m. Wykazaé, ze
wybierajac z A dowolne s wierszy otrzymujemy macierz o rzedzie nie mniejszym niz r + s — m.

5 Dane sg dwie macierze A, B takiego samego rozmiaru. Wykazaé, ze rzad A + B jest nie wiekszy
niz suma rzedéw A i B

r(A+ B) <r(A)+r(B).

Podaé przyktad, gdy zachodzi réwnosé oraz inne ,ciekawe” przyklady, gdy mamy ostra nieréwnosc.

6 Niech A = {a;;}i<i<m, 1<j<n bedzie macierza rozmiaru m x n. Zalézmy, ze rzad macierzy jest
rowny r. Wykazaé, mozna wykredli¢ z A m — r wierszy i n — r kolumn, a to co zostanie dalej bedzie
mialo rzad r. Innymi slowy: istnieja takie liczby 1, is,..., % oraz ji, jo,..., jr, Zz€ macierz

B = {ai4,j, }1<a<r, 1<b<r

ma rzad r.



Zadania do rozwigzania przy tablicy 27-28 listopada

1 Nad ciatem Z;7 dany jest uktad réwnan liniowych, ktérego macierz rozszerzona wyglada tak

2 -1 1 1 | 1
2 -1 4 | 2
1 7 —4 11 | ¢

W zaleznosci od s,t € Zy7 orzec ile jest rozwiazan tego uktadu.
2 a) Niech ay, ag,...,a, € R. Definiujemy podprzestrzenie liniowe R"
Wi = lin{(a1,az,...,a,)}, Wy = {(z1,22,...,2,) € R" | (121 + agze + - - - + apx, =0} .

Czy V=W ® Wy?
b) Czy jedli zastapi¢ R cialem C to odpowiedz bedzie taka sama?

3 Niech

le{x1+x2+x3+x4 =0 W2:{x1—x2+x3—fc4 =

T, + 229 + 323+ 4y = dry — 329 +2x3—24 = 0

beda podprzestrzeniami w R*. Sprawdzi¢ czy R* = Wy @ Wy. Czy wektor a = (6, -9, —4, —1) mozna
zapisaé¢ jako aq + ag, dla pewnych oy € Wy, ag € W,

4 Zalézmy, ze Vi, Va, V3 sa podprzestrzeniami przestrzeni wektorowej V. Wykazaé, ze
(VinVa) + (VanVa) + (V3N VA) C (Vi + V8) N (Va + VB) N (Vs + V1),
Podaé przyktad, w ktérym powyzszej inkluzji nie mozna zastapi¢ réwnoscia.
5 Niech V = RR bedzie zbiorem funkcji R — R. Niech
Vi={feV|VzeR f(—z) = f(z)} tzn funkcje parzyste,

Vo={feV|VzxeR f(—x)=—f(x)} tzn funkcje nieparzyste.
Wykazaé, ze V = Vi & Vs.

6 Niech ¢ € C bedzie pierwiastkiem pierwotnym z jedynki stopnia 5. Definiujemy podprzestrzen C5
V= lZ’I’L{(]_, 1’ 17 1a 1)7 (1767 527 537 64)}

Wskazaé podprzestrzein W C C® (podajac jej baze) taka, ze C° =V @ W .



Zadania do rozwigzania przy tablicy 4-5 grudnia

1 Niech f : R — R bedzie funkcja zadang wzorem f(x) = ax? + bz + ¢ dla pewnych a,b,c € R. Dla
jakich a, b, c ta funkcja jest przeksztalceniem liniowym w sensie algebry liniowej?

2 Dane a,b € R. Niech f : R® — R? bedzie funkcja zadang wzorem
fle,y,z)=(x+y+z+a,z+2y+32+0b).
Dla jakiego a,b jest to przeksztalcenie liniowe w sensie algebry liniowej?
3 Niech f :R3 — R? bedzie funkcja zadana wzorem
fle,y,z2)=(2z+y+z,2—-2y+z,x+y—22).
Zmalez¢ bazy jadra i obrazu.

4 Znalezé wzér na symetrie R? wzgledem plaszczyzny a1 + x2 + 23 = 0 przeprowadzajaca wektor
(1,1,1) na (—1,—1,—1). Znalez¢ obraz wektora (4,2,1).

5 Niech f : R? — R? bedzie przeksztalceniem liniowym takim, ze f(1,3) = (2,4,1)i f(2,1) = (5, 3,2).
Znalez¢ wzér na f. Zmalezé f(1,1).

6 Niech f: R? — R3 bedzie przeksztalceniem liniowym takim, ze
f(1,1,1) = (6,15,21), f(1,2,3) = (14, 32,46) , f(1,-1,1) =(2,5,7)
Zmalezé obrazy wektoréw standardowej bazy. Znalezé jadro i obraz.

7 Znalezé przyklady przeksztalcen f : V' — V pewnej przestrzeni (koniecznie nieskoniczenie wymiarowej,
np V = K|x]) takie, ze
a) ker(f) =0, ale funkcja nie jest "na”.
b) funkcja jest "na”, ale ker(f) # {0}.



Zadania do rozwigzania przy tablicy 11 grudnia

Przypomnienie z wykladu: Przeksztalcenie f jest izomorfizmem, jesli jest monomorfizmem i epimorfizmem,
lub réwnowaznie, jesli ker(f) = 0 i obraz jest réwny przeciwdziedzinie.

1 Niech ¢ € C bedzie pierwiastkiem pierwotnym z jedynki stopnia 3. Funkcja f : C3 — C? zadana
wzorem
F(,y,2) = (@ + &y + €2, +y + 2,60+ Ey + 2).

Wskazaé¢ bazy jadra i obrazu f.
2 Wskazaé przyklad izomorfizmu f : C3 — C? takiego, ze f((0,i,1)) = (1,1,1 +14).
3 Dany jest parametr 7 € R Niech ¢ : R* — R4
¢(x1, e, w3, 4) = (bx1—To+rT3+524 , 221 —3x9—623+7T4 , 3T1+202+23+474 , X1+Dx2+TE3+314) .
Dla jakiego r ta funkcja jest izomorfizmem.
4 Definiujemy funkcje okreslona na przestrzeni wielomianéw:
¢ : Rlz] — Rlz].

Dla f € R[z] niech

Znalezé ker(¢) i im(¢).
5 Niech f bedzie niezerowa funkcja liniowa f : V — K oraz v € V wektorem, takim ze f(v) # 0.
Wykazaé, ze V = ker(f) @ lin{v}.

Zadania do rozwigzania przy tablicy 12 grudnia

6 Dane dwie podprzestrzenie liniowe W1, Wy C V. Zalézmy, ze dim Wy = dim Wy < oo. Czy istnieje
taka funkcja liniowa f : V — Vbedaca izomorfizmem, ze f(W7) = Wa?
(Rozpatrzeé osobno przypadek dimV < oo i dim V' = co.

7 Niech f:V —- W ig: W — V beda przeksztalceniami liniowymi. Zatézmy, ze f o g = idyy.
— Czy f i g sg izomorfizmami?
— Czy ktoéras z tych funkcji jest monomorfizmem?
— Czy ktéras z tych funkcji jest epimorfizmem?
— Przypuéémy, ze V = W. Jaka bedzie odpowiedz na powyzsze pytania?

8 Dane sa trzy funkcje liniowe fi, fa, f3 : R'' — R®. Czy istnieje niezerowy wektor o € R taki, ze
file) = fa(a) = f3(a)?

(Postaraé sie uogdlnié¢ ten przyktad na wyzsze wymiary.)



Zadania do rozwigzania przy tablicy 18 grudnia
Oznaczenie: M (m x n;K) oznacza zbiér macierzy wymiaru m x n o wyrazach z K.

1 Niech f: K2 — K2, f(x1,22) = (221 — 22, 21 + 232). Czy f jest izomorfizmem? Jedli tak, to znalezé
przeksztalcenie odwrotne.

2 Zmnalez¢ macierz Y € M (3 x 3;K) taka, ze

3 01 1 01 2 0 2
2Y - {0 4 0|=(0 1 O|+Y-({0 4 O
1 0 2 1 01 200

3 Znalez¢ wszystkie macierze X € M(3 x 3;K) spelniajace réwnanie

2 00 2 00
X-10 2 0]=(0 2 0] -X.
0 0 1 0 0 1
a t 0\"
4 Dla a,t € K, n € Nobliczy¢ |0 a t
0 0 a

5
(i) Wskazaé przeksztalcenia ¢, 1) : R? — R? takie, ze ¢tp # 0, ale ¢ = 0.
(ii) Wskaza¢ macierze kwadratowe 2 x 2 takie, ze AB # 0, ale BA = 0.

Zadania do rozwigzania przy tablicy 19 grudnia

6 Znalez¢ X rozmiaru 2 x 2 spelniajace rownanie

a)X2—<é i) b)X2_<§ 2).

7 Wykazaé, ze jesli przeksztalcenie ¢ : R™ — R” spelnia ¢?> = Id, to istnieje baza w ktoérej
przeksztalcenie ma macierz

100 ... 0 0 ... O

1 ... 00 ... 0
001 ... 0 0 ... O
0 00 1 0 0
0 00 -1 0
o000 ... 0 0 ... -1

(diagonalna macierz z 1 i —1 na przekatnej).
8 Wykazaé, ze jesli przeksztalcenie ¢ : R> — R? spetnia ¢? = —Id, to w pewnej bazie ma macierz

[F )



Zadania do rozwigzania przy tablicy 8 stycznia

, : 7 10\ . . . ..
1 Przedstawié¢ macierz A = 3 5 jako iloczyn macierzy operacji elementarnych.

Przypomnienie: macierze operacji elementarnych 2 x 2 to

1 a 10 a 0 10 0 1
B (0 (0 (20 mackams 1),

Szukane przedstawienie macierzy uzyskaé stosujac znane (i lubiane) operacje elementarne na macierzach.
Czy kazda macierz rozmiaru 2 X 2 mozna przedstawi¢ jako iloczyn macierzy

1 a a 0 01
o
(O 1) , (0 1) , dla a € K oraz (1 0) !

2 Niech ¢ : V — V bedzie przeksztalceniem liniowym. speliajacym ¢? = ¢. Niech ¢ = idy — .
Udowodnié, ze 9? = 1). Udowodnié, ze ¢ — 1) jest izomorfizmem i znalezé (¢ — 1)1,

3 Wskazaé przeksztalcenie liniowe ¢ : R? — R? spelniajace dwa warunki:
o im(p)={(z,y,2) ER® |z +y+2=0}
o im(¢p?) ={(z,5,2) ER’ |z +y+2=0, z—y+2z=0}

4 Wskazaé przeksztalcenie ¢ : R? — R3 spelniajace 3 warunki
) (1,2,1) eker(p),  2) im(p) =lin{(1,1,2)},  3) ¢’ =0.
Wykazaé, ze przeksztalcenie ¢ speiniajace powyzsze warunki musi ponadto spelniaé: ¢? = 0 oraz

dim(ker(p)) = 2.

5 Niech V bedzie przestrzenia liniowa wymiaru n oraz ¢ : V' — V przeksztalceniem liniowym takim,
ze ¢ = 0 dla pewnego m € N. Udowodnié, ze 9" = 0.
Wskazéwka: rozpatrzeé ciag podprzestrzeni Vi, = im(¢*). Udowodnié, ze jesli Vi = Viqq to Vi, = V. dla
r>k.
Zadania do rozwigzania przy tablicy 9 stycznia

Macierz przejécia (zamiany wspéirzednych) od bazy A do bazy B przestrzeni V: macierz
identycznosci V w bazach A i B (wektory A wyrazamy jako kombinacje liniowe wektoréw B i otrzymane
wspolrzedne ustawiamy w kolumnach,).

6 Niech A ={(1,1,1), (2,1,3), (1,0,5)}i¢: R® — R? o(z,y,2) = (z+2y,y+32) . Znalezé M (p)%,
t.j. macierz przeksztalcenia ¢ z bazy A do bazy standardowej. Ponadto niech B = {(1,2), (4,1)}.
Znalez¢ macierz przejécia z bazy standardowej do B oraz M (go)ﬁ.

Czesé b) To samo dla: A = {(1,2), (3,1)}. B = {(1,1,1), (1,2,3), (1,4,9)} oraz ¢ : R? — R3,
plr,y) = (@ +y,x -y z+2y)

7 (Zadanie z kolokwium 2016 r.) Niech

ar=(1,1,1,1), az=(1,1,1,0), as=(1,1,0,0), a4=(1,0,0,0),
oraz niech A = {aq, a9, a3, a4} i niech ¢ : R* — R* bedzie przeksztalceniem liniowym spetniajacym
ker(p) = lin(ay, ay), o(az) = aq, olaz) = as.

Znalezé: M ()4, M ()3, oraz r7ad przeksztalcenia oF dla k = 1, 2, 3.

8 Niech Vi, Vo, W beda przestrzeniami liniowymi oraz L(V;, W) przestrzenia przeksztalcen liniowych,
i = 1,2. Dla przeksztalcenia liniowego ¢ : Vi — Vi definiujemy 0, : L(Va, W) — L(Vi, W) wzorem

0(1)) = 1) o p. Udowodnié, ze jedli ¢ jest izomorfizmen, to 0, jest izomorfizmem. Czy z tego, ze 6, jest
izomorfizmem wynika, ze ¢ jest izomorfizmem?

Wykorzystaé charakteryzacje izomorfizméw: [Kategoryjna definicjal.] Przeksztalcenie ¢ : Vi — Vo jest
izomorfizmem wtedy i tylko wtedy gdy istnieje p : Vo — Vi takie, Ze ¢ o p=1idy, i po =1idy,.

Kategoryjna — czyli bez uzycia wektoréw, majaca zastosowanie nie tylko w algebrze liniowej.



Zadania do rozwigzania przy tablicy 15 stycznia

1 Obliczy¢ wyznaczniki macierzy

s 4 4 o 9 4 2 1 -5 -2 3 0 2 4
1 2 2 4 0 1 0 5

2 0 -5 5 4 0

11 0 2 0 2 -1 2 -5 -1 -2 -1 0
—4 -4 2 2 -1 5 4 -5

37, —10, —84, —130

2 Obliczy¢ wyznacznik macierzy w zalznosci od parametru ¢t € R

1 2 3 ¢t

2 5 t 1

1 2 t 4

1 2 40

3 Obliczy¢ wyznacznik macierzy

1 1 1 1 1
1 2 3 4 5
1 4 9 16 25
1 8 27 64 125
1 16 81 128 0

A

4 Wykazaé, ze det (0

B
C) =detA-detC.

Zadania do rozwigzania przy tablicy 16 stycznia

5 Niech ay,as,...,a, beda elementami ciata. Obliczy¢ wyznacznik macierzy n x n
1 1 1 1
ax as as an
ai a3 a3 a,
n—1 n—1 n—1 n—1
ay as as; ay

6 Obliczy¢ wyznacznik n x n

1 2 3 n—2 n—1 n
2 3 4 n—1 n n
3 4 5 n n n
n—1 n n n n n
n n n n n n
7 Obliczy¢ wyznacznik n x n
1 2 00 0 0O
1 3 20 0 0O
1 3 2 0 0O
0 0 0O 1 3 2
0 0 0 O 01 3

(Obliczy¢ warto$é wyznacznika dla kilku pierwszych wartosci n i udowodnié¢ ogélny wzoér indukceyjnie.)



Zadania do rozwigzania przy tablicy 22 stycznia

1 Niech A bedzie macierzg antysymetryczna, tzn A7 = —A rozmairu n x n. Wykazaé, ze jedli n jest
nieparzyste, to det(A) = 0. Przypusémy, ze n = 4,

0 a b ¢
—a 0 d e

A= b —d 0 f a,b,c,d,e, f €7
—c —e —f 0

Wykazaé, ze det(A) > 0 i jest kwadratem liczby catkowitej (przedstawi¢ det(A) jako kwadrat pewnego
wyrazenia zaleznego zaleznego od a,b, ¢, d, e, f).

2 Niech A i B bedg macierzami kwadratowymi n x n. Wskazaé, jak za pomocg elementarnych operacji

na wierszach mozna otrzymaé¢ macierz [ AB 0 ] 7 macierzy l 0 B 1 Wywnioskowaé twierdzenie

Cauchy’ego o wyznaczniku iloczynu.

3 Niech A, B beda kwadratowymi macierzami takimi, ze AB = BA, A¥ = 0 dla pewnego k € N oraz
B jest odwracalna. Udowodnié, z A + B jest odwracalna. Czy zalozenie, ze AB = BA jest konieczne?

4 Niech a,b € R\ {0}. Przypusémy, ze macierz kwadratowa A spelnia tozsamosé (A—al)(A—bI) = 0.
Udowodnié, ze A jest odwracalna. Dla a = 1, b = 7 wskaza¢ AL

5 Niech A bedzie kwadratowa macierzg n X n o wspétczynnikach rzeczywistych badz zespolonych.
Udowodnié, ze szereg

oo
exp(A) := Z %Ak
k=0
jest zbiezny.

Zadania do rozwigzania przy tablicy 23 stycznia

—_ e 1}, . |0 ¢
6 a) Obliczy¢ exp(A) dla A = [O a] iA= [t 0].
b) Zalézmy A i B sa kwadratowymi macierzami n x n, oraz AB = BA. Udowodnié, ze
exp(A + B) = exp(A) exp(B)
¢) Niech C bedzie macirza odwracalna. Udowodnié, ze exp(CAC™!) = Cexp(A)C .

7 Definiujemy $lad macierzy tr(A) jako sume wyrazéw na przekatnej. Udowodnié det(exp(A4)) =
e!™(A) . Wskazowka: sprawdzi¢ ten wzér dla macierzy gérnotréjkatnych.

8 Niech N bedzie macierza nilpotentng, tzn taka, ze istnieje k € N takie, ze N* = 0. Znalez¢ macierz
A taka, ze exp(A) =1+ N.



Zadanie domowe na 27.10

20 pazdziernika 2023

Zadanie 1
Niech n > 3. Rozwiaz, w zaleznosci od n, rzeczywisty uktad réwnan n zmiennych:

itz =1 (1<i<n-1)
zy, + 21 =0.

Zadanie 2
Znajdz rozwiazanie ogbélne nastepujacego uktadu réwnan liniowych o wspoétczynnikach w Z7:

3x1 + 2x9 + 53 + x4 =1
2x1+52+3x3+x4 =1
5x1 + 3x2 + 223+ x4 =4

Zadanie 3
Zmnajdz wszystkie rozwigzania, wyznaczajac czedci rzeczywiste i zespolone oraz uzasadniajac obliczenia odpowiednio.

o 3|z|z = 23,

72721'\/5)8
)

o 2= ("3

o 24— 423 41122 — 142 + 10 = 0, wiedzac ze jednym z rozwiazan jest 1 — 2i.
Zadanie 4

Znajdz wielomian f(z) o calkowitych wspélczynnikach, ktérego jedynymi pierwiastkami sa pierwiatki pierwotne z 1 stopnia
15.

Przypomnienie:
Liczba z € C jest pierwiastkiem pierwotnym z 1 stopnia n wtedy i tylko wtedy, gdy z™ =1 oraz 2™ # 1 dla 0 < m < n.



Zadania domowe na 14 listopada

Zadanie 1
Rozwazamy zbiér liczb rzeczywistych jako przestrzen liniowa nad Q. Udowodni¢, ze uktad {1, V7, (\gﬁf} jest liniowo
niezalezny.

Zadanie 2
Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad cialem p-elementowym oraz niech Wy, Wy, W3 C V beda wlasciwymi podprzestrze-
niami liniowymi.

e Zalézmy, ze 2 < p < oo oraz |V| < co. Udowodnié, ze |W7 U Wy U Ws| < |V].
o Wskazac¢ przyklad trzech wlasciwych podprzestrzeni liniowych Wy, Wy, W3 takich, ze Wy UWo U Wy = V.

e Uzasadnié, ze jesli cialo bazowe ma co najmniej 3 elementy (np. nieskoniczenie wiele elementéw), to nie istnieja pod-
przestrzenie Wy, Wy, W3 o powyzszych wlasnosciach.

Zadanie 3
Dane sa cztery wektory w R3: v1 = (1,2,3), vo = (1,2,1), wy = (2,3,4), wy = (2,a,0). W zaleznosci od parametru a € R
opisaé ukladem réwnan liniowych przestrzen VN W, gdzie V = lin(vy,ve) W = lin(wy, ws).

Zadanie 4
Dane sa 3 wektory w C* u = (5,3,7,t), v = (1,3,3,4), w = (2,3,4,1). W zaleznosci od parametru ¢ € C orzec czy te wektory
sg niezalezne. Znalez¢ baze przestrzeni rozpietej przez wektory u, v, w.



Zadania domowe na 28tistepada 5 grudnia

Zadanie 1
Znajdz baze podprzestrzeni V C Z# opisanej ponizszym ukladem réwnan.

6r +2y+424+6w = 0
6x+6y+ 2+ w = 0
204+ y+4z24+w = 0

Nastepnie podaj wymiar V', oraz dopehij znaleziona baze do bazy Z3.

Zadanie 2
Oblicz rzad macierzy o wspotczynnikach w Q w zaleznosci od parametru ¢ € Q:

t+4 3
) t+10
2 5
4 1

W w o w
o= NN

Rozwazmy przestrzen liniows rozpieta przez kolumny powzyszej macierzy, czy dla kazdego t € Q jest to ta sama przestrzen?
Rozwazmy jednorodny uklad réwnan opisany przez powyzsza macierz, jaki jest wymiar przestrzeni rozwiazan w zaleznosci
od parametru t € Q?

Zadanie 3
Dane sa wektory w R*

(_137 _Sa lla 5)7 (_67 _la 2; 5)7 (17 17 _7a 5)7 (37 17 _5a 1)7 (47 17 _4a _1)7 (87 37 _16a 5) .
Wybraé sposréd nich maksymalny uklad niezalezny. Czy mozna ten uklad dopelié¢ do bazy wektorami z podprzestrzeni

opisanej rownaniem
r1+xo+x3+24 =07

Zadanie 4
Niech A, B beda macierzami o wspélczynnikach rzeczywistych i jednakowej liczbie wierszy. Udowodnij, ze:

(s ap) =14 (B,

gdzie r(X) oznacza rzad macierzy.



Zadania domowe na 19 gradnia 21 grudnia g. 14:15

(prosze zostawié¢ zadania w kopercie na moich drzwiach - pokéj 5560)

Zadanie 1
Czy istnieje funkcja liniowa f : R? — R? taka, ze

f((lv 2, _3)) = (_47 —4, _4) ) f((37 2, _4)) = (_5’ -2, 1) ’ .f((l’ -2, 1)) = (07070) ’ f((l’ 1, 1)) = (6’ 15, 24) ?

Jedli istnieje, to podaé jej wzér we we wspélrzednych. Uzasadnié, ze f jest wyznaczona jednoznacznie. Znalezé obrazy
standardowych wektoréw bazowych. Wypisa¢ macierz przeksztalcenia.

Zadanie 2
Dana jest funkcja liniowa f : R* — R3 zadana wzorem

fl(z1,xe,x3,24)) = (x1 — 4oy + 4a3 — 1024, 321 + 423 — 224, —4T1 — D2 — 223 — 924) .
Zmnalez¢ bazy jadra i obrazu. Opisa¢ rownaniami obraz.

Zadanie 3
Dana jest funkcja liniowa f : R? — R* zalezna od parametru r € R. Funkcja jest zadana wzorem

f((z1,22,23)) = (221 + 623,21 + 222 + b3, T2 + 1 + 223, 221 — 229 + 4a3) .

Dla jakiego parametru r ta funkcja jest monomorfizmem? Jedli dla pewnego parametru nie jest monomorfizmem, to znalezé
baze jadra.

Zadanie 4
Dane sa trzy monomorfizmy f, g, h : C> — C”. Czy istnieje wektor niezerowy 3 € C7\ {0} oraz wektory aq, as, a3 € C? takie,
ze

fla1) =8, glaz) =3, h(az) = 0.



Zadania domowe na 22 stycznia

Zadanie 1
Niech ¢ : R* — R* bedzie przeksztalceniem liniowym, ktérego macierz w bazie standardowej jest réwna

1 1 1 1
1 1 -1 -1
1 -1 1 -1
-1 1 1 -1

M(¢)3 =

Zmnalez¢ macierz przeksztatcenia ¢ w bazie
a1 =(1,-1,0,0), a9 =(0,1,—-1,0), a3=(0,0,1,-1), a4 =(0,0,1,1).

Wskazaé podprzestrzen V C R* sktadajaca sie z wektoréw takich, ze ¢(v) = 2v. Znalezé baze V. Znalezé rozklad R* na sume
prosta R* =V @& W o tej wlasnosci, ze ¢(W) C W.

Zadanie 2
Obliczy¢ wyznacznik macierzy n x n
75 0 0 0
2 75 0 0
0 2 7 0 0
0 00 75
0 00 2 7
Zadanie 3
Dane sg macierze
01 2 3 12 00
0 010 2500
A=tlo ¢ 450 B=|1 234
1 0 00 5 6 7 8

Obliczy¢ det(B). Obliczy¢ wyznacznik macierzy
(BT)4 . (At)s . B74
w zaleznosci od parametru ¢t € R.

Zadanie 4

a) Znalez¢ macierz rozmiaru 3 x 3 skladajaca sie z 01 1 o mozliwie najwigkszym wyznaczniku.
b)* Czy istnieje macierz 3 x 3 skladajaca sie z liczb z przedziatu [0,1], ktérej wyznacznik bylby wigkszy od 27



