GAL1, zima 2024/2025 []
Zadania na pierwszy tydzien (2.10-9.10)

Uktady réwnan liniowych, macierze

Zadanie 1.
Rozwiaz uklady rownan

1 — To + 223 +3x4 + 35 = —1
258275634’3564:2 ! > 3 * °

r+2y+3z2=1 2x1 — 2x4 = 2
To + 13— 24 = —1

dx +5y+6z2=1 ) 0 2r1 +x9 — 224 + x5 =1
T — X3 =

Tx+8y+9z=1 ! 3 x1+ro+2x3=2>5

—21’1—31’2+1’3—£L’4:2
To+x3+ T4+ 25 =4

Zadanie 2.
Rozwiaz uklad réwnan
X1 + ro = 0

1 +x24+23=0

xo+x3+2x4=0

Tp2+Tp_1+x,=0

Tpo1+Tp =0

Zadanie 3.

Znajdz rozwiazania ukladéw réwnan w zaleznosci od parametréw a, b, c.
ax+y+z=1 ar+y+z=a-1 ar+y+z=a
r+ay+z=1 r+ay+z=1—a c+by+z=">
r+y+az=1 z+y+az=0 r+y+tcz=c

Zadanie 4.

(a) Znajdz wszystkie wielomiany stopnia co najwyzej 3, spelniajace warunki
f=2)=2  f-)=1 f1)=5 [f(2)=-2

(b) Niech z,y, z beda réznymi liczbami rzeczywistymi. ZnajdZz wszystkie wielomiany stopnia co najwy-
zej 2, spelniajace warunki

Zadanie 5.

Niech z1,...,z, beda réoznymi liczbami rzeczywistymi, a aq,...,a, dowolnymi liczbami rzeczywistymi.
ZnajdZz wzér ogblny na wielomian stopnia co najwyzej n — 1 spelniajacy warunki f(x;) = a; dla i =
1,...,n. Czy taki wielomian zawsze istnieje? Czy jest jednoznacznie wyznaczony?

Wskazéwka: mozna zaczaé¢ od przypadkéw n = 2,3 i na tej podstawie sprébowaé odkry¢ ogdlny wzoér.

1Zadania wybrane przez Mari¢ Donten-Bury, Andrzeja Webera i Jarostawa Wisniewskiego



Zadanie 6.

(a) Wykaz, ze istnieje piatka punktéw pi, p2, p3, ps,ps € R2, przez ktore przechodzi dokladnie jedna
stozkowa, czyli krzywa o réwnaniu ax?® + bxy + cy? +dx +ey + f =0, gdzie a,..., f € R a (x,y)
to wspotrzedne w R2.

(b) Dla piatki punktéw pi1,pe, p3, s, p5s € R? 0 powyzszej wlasnoéci wykaz, ze istnieje € > 0 taki, ze

jesli piatka punktéw g1, ..., qs spelnia |p; — ¢;| < e dlai=1,...,5, to tez ma powyzsza wlasnosé.

Zadanie 7.
Wykaz, ze jedli okrag na plaszczyznie przechodzi przez 3 punkty o wspotrzednych wymiernych, to wspot-
rzedne jego Srodka oraz kwadrat promienia sa liczbami wymiernymi.

Pierscienie przemienne i ciata

Pierscien przemienny R to zbiér z wyréznionymi elementami 0,1 € R oraz dziataniami, czyli funkcjami
+:RxR— R, (a,b)—~a+boraz-: RxR— R, (a,b) — a-b, nazywanymi odpowiednio dodawaniem
i mnozeniem, spelniajacymi nastepujace warunki:

e dzialania sg laczne, czyli dla dowolnej tréjki elementéw a, b, ¢ € R zachodzi (a+b)+c=a+ (b+¢),
(a-b)-c=a-(b-c),

e dzialania sg przemienne, czyli dla dowolnych a,b € R zachodzi a+b=b+a,a-b=10"a,

011 sg elementami neutralnymi dla dodawania i mnozenia, odpowiednio, czyli dla dowolnego a € R
zachodzi a +0 =a oraz a -1 = a,

zachodzi rozdzielnoé¢ mnozenia wzgledem dodawania, czyli dla kazdej tréjki a,b,c € R zachodzi
a-(b+c)=a-b+a-c

dla kazdego a € R istnieje element przeciwny, oznaczany —a, taki ze a + (—a) =0,

jedli dodatkowo dla kazdego a € R\ {0} istnieje element odwrotny a~!, taki ze a-a~! =1, to R
nazywamy ciatem.

Prosze podaé znane przyklady pierScieni przemiennych i cial (oprécz tych zdefiniowanych ponizej).

Zadanie 8.
Dla dowolnej liczby naturalnej n > 2 definiujemy pierécien reszt z dzielenia przez n, jako zbiér Z, =
{0,...,n — 1} z operacjami dodawania i mnozenia modulo n, czyli w tym pierécieniu a + b jest reszta z

dzielenia przez n sumy liczb naturalnych a+b i podobnie dla mnozenia. Pokaz, ze w ten sposéb dostajemy
pierscien przemienny. Dla jakich wartodci n pierécien Z,, jest cialem? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 9.
Wykaz, ze dany uklad réwnan ma jednoznaczne rozwigzanie w Z,, dla dowolnej liczby pierwszej p, poza

skonczenie wieloma wartosciami.
IL’1+2£L’2+2£L'3 :2

201 +x9 — 223 =1
201 — 229 + 23 =1

Zadanie 10.
Sprawdz podstawowe wlasno$ci pierécieni przemiennych (i cial):

(a) elementy neutralne 01 1 sa wyznaczone jednoznacznie: jesli dla pewnego a € R zachodzi Vper a+b =
b,toa=0

(b) elementy przeciwne (i odwrotnosci) sa wyznaczone jednoznacznie
(¢c) Vae R:a-0=0

(d) jesli 0 =1 to R = {0}, taki pierécienn nazywamy trywialnym



(e) jesli R jest cialem, toa-b=0=a=0VvVb=0

(f) podaj przyklad pierécienia przemiennego, w ktérym nie zachodzi powyzsza implikacja; element
a € R nazywamy dzielnikiem zera jesdli 3b € R taki, ze a-b =0

Zadanie 11.

Pierdcien przemienny bez nietrywialnych (# 0) dzielnikéw zera nazywamy dziedzing (dziedzina catkowi-
tosci). Pokaz, ze w dziedzinie zachodzi wlasno$é skracania: jesli a # 0 oraz a-b = a - ¢, to b = ¢. Pokaz,
ze skoficzona dziedzina jest ciatem.

Zadanie 12.
Charakterystyka ciala k nazywamy najmniejsza taka liczbe catkowita dodatnia n = chark, ze suma n
jedynek jest zerowa: 1 +1+ 14 ... 4 1 = 0. Jesli takie n nie istnieje, to méwimy, ze char k = 0.

n

(a) Wykaz, ze charakterystyka ciala jest 0 lub liczba pierwsza.

(b) Wykaz, ze Z, jest najmniejszym cialem charakterystyki p, tzn. jest zawarte w kazdym ciele charak-
terystyki p.

(¢) Jakie jest najmniejsze cialo charakterystyki 07

(d) ZnajdZ tabelki operacji dodawania i mnozenia na zbiorze czteroelementowym zadajace strukture
ciata.

(e) Udowodnij, ze jedli cialo skoficzone ma charakterystyke p, to ma p” elementéw dla pewnego n € N.
(Dla chetnych: zastanéw sig, jak skonstruowaé cialo o p™ elementach.)

(f) Dla jakich cial jest prawda, ze jesli kwadrat sumy dwdch liczb jest réwny sumie ich kwadratéw, to
jedna z tych liczb musi byé zerem?



GAL1, zima 2024/2025

Zadania na drugi tydzien

Ciala

Ciala skonczone

Zadanie 1.

Sprawdz, ze réwnanie z? + x + 1 = 0 nie ma rozwigzania w ciele Zy. Znajdz cialo, ktére ma 4 elemen-
ty, w ktorym to réwnanie ma rozwiazanie: podaj tabelke dodawania i mnozenia. Czy kazde réwnanie
kwadratowe ma rozwigzanie w tym ciele?

Zadanie 2.
Niech p bedzie liczba pierwsza.

(a) Ile rozwigzan ma réwnanie 2 — x = 0 w ciele Z,,.
(b) Oblicz wspdlczynniki wielomianu Hi;é(l’ — k) € Zya]
Zadanie 3.
(a) Sprawdz, ze réwnanie z(x — 1)(z — 2)(x — 3)(x — 4) = 1 nie ma rozwiazania w ciele Zs.

(b) Niech K bedzie cialem skonczonym. Wskaz wielomian dodatniego stopnia, ktéry nie ma pierwiastka
w K.

Zadanie 4.
Pokaz, ze w ciele skoficzonym K kazdy element jest suma kwadratéw dwédch elementow, czyli

2, 2
Vaerk Jocex 1a=0b"+c

Wskazéwka: Rozpatrzyé oddzielnie przypadek gdy 14+ 1 =0, tzn char(K) = 2. Gdy char(K) # 2 obliczy,
ile w ciele jest kwadratow.

Rozszerzenia ciala liczb wymiernych

Zadanie 5.
Rozszerzenia kwadratowe Q. Niech u bedzie liczba naturalng bezkwadratowa, czyli niepodzielng przez
kwadrat liczby # 1.

(a) Pokaz, ze podzbidr liczb rzeczywistych Q(v/u) = {a + by/u : a,b € Q} C R jest cialem. Znajdz
regule dodawania i mnozenia w tym ciele przy zapisywaniu liczb w postaci a + by/u.

(b) Korzystajac z powyzszych obserwacji zdefiniuj strukture ciala na zbiorze {a + bv/—u : a,b € Q},

gdzie v/—u ma spelnia¢ warunek /—u - v/—u = —u.
(¢) Pokaz, ze zbiér K = {a + b¥/2 4+ cV/4 : a,b,c € Q} C R jest cialem; czy K jest rozszerzeniem

kwadratowym jak wyzej?
Liczby zespolone

Zadanie 6.
Wyznacz czesé rzeczywista, czesé urojona, sprzezenie, modul i argument liczb zespolonych:




Zadanie 7.
Niech z1, z5 € C. Wykaz tozsamos$é¢ réownolegloboku

|21 + 20|% + |21 — 22* = 2(Jz1 |2 + |22/?)

korzystajac ze wzoru |z|? = 2% i z dzialan na liczbach zespolonych.

Zadanie 8.

Zalézmy, ze z1, 29 € C spelniaja |z1| = |z2| = 1 oraz 2129 # —1. Uzasadnij, ze liczba
21+ 29
1+ 2129

jest rzeczywista.

Zadanie 9. '
Funkcja f : C\ {—i} — C jest zadana wzorem f(z) = . Znajdz obraz f(H, ), gdzie

Hy ={z€C : Im(z) > 0}.

Zadanie 10.

Moéwimy, ze € € C jest pierwiastkiem pierwotnym z jedynki stopnia n gdy " = 1 oraz £ # 1 dla
k € N\ {0}, £ < n. Zbiér pierwiastkéw pierwotnych z jedynki stopnia n oznaczmy przez P,. Niech
Cn(z) = [leep, (z — §). Ten wielomian nazywa si¢ cyklotomiczny.

(a) Oblicz wspoélezynniki wielomianéw Cia(z), Cig(z), Cso(x).

(b) Udowodnij, ze Cy,(x) ma wspdlczynniki catkowite.



GAL1, zima 2024/2025

Zadania na trzeci tydzien

Zadanie 1.
Niech
Hy ={z€C : im(z) >0}, D={zeC: |z|<1}.
Pokaz, ze funkcja f(z) = *iﬂ przeksztalca DN Hy na {z € C : imz > 0, rez > 0} i opisz obrazy

prostych przechodzacych przez zero i okregéw o srodku w zerze.

Zadanie 2.

Zalézmy, ze uklad réwnan liniowych U o wspélczynnikach catkowitych ma dokladnie jedno rozwiazanie w
ciele reszt Z, dla dowolnej liczby pierwszej p. Czy istnieje catkowitoliczbowe rozwiazanie U? Odpowiedz
uzasadnij.

Wielomiany

Niech Y bedzie dowolnym zbiorem a R pierécieniem lub cialem. Na zbiorze wszystkich funkcji z Y do R,
czyli RY = {f:Y — R}, mozna zdefiniowaé strukture pierécienia definiujac dziatania ,,po wartoéciach”:
definiujemy sume funkeji f1 1 fo wzorem Yy € Y (f1 + f2)(y) = f1(y) + f2(y), gdzie dodawania po prawej
jest w R; podobnie dla mnozenia, elementu przeciwnego i odwrotnosci (uzasadnij!). Funkcje f : R — R

nazwiemy wielomianowa jesli istnieje wielomian f = a,2™ + -+ + a1 + ag € R[z] taki, ze Vb € R f(b) =
f(b) =an-b"+---+a; - b+ ag, gdzie operacje po prawej stronie sa w R. Przyporzadkowanie f — f(b)
nazywamy ewaluacjg wielomianu f w b.

Zadanie 3.
Niech K bedzie cialem i niech f € K[z] bedzie wielomianem.

(a) Zalézmy, ze K jest cialem skoficzonym. Czy przyporzadkowanie wielomianowi funkcji wielomianowej
Klx] > f — f € K¥ jest réznowartoéciowe? Czy kazda funkcja K — K jest wielomianowa?

(b) Zalézmy, ze K jest cialem nieskonczonym. Czy przyporzadkowanie wielomianowi funkeji wielomia-
nowej K[z] > f — f € K¥ jest réznowartoéciowe? Czy kazda funkcja K — K jest wielomianowa?

(¢) Niech K = Z,, gdzie p jest liczba pierwsza. Udowodnié, ze dla f € Zy[z] jesli f =0, to wielomian
f jest podzielny przez P — x .

Zadanie 4.
Dany jest pewien wielomian f stopnia 2024 o wspélczynnikach wymiernych. Znajdz reszte z dzielenia
wielomianu f przez wielomian z* — 522 + 4 jedli wiadomo, ze f(—2) =2, f(—1) =1, f(1) =5, f(2) = —2.

Zadanie 5.

PIERSCIEN RESZT Z DZIELENIA PRZEZ WIELOMIAN. Rozpatrzmy cialo K i pierscienn wielomianéw K|x],
ustalmy wielomian w € KJz] \ {0} i na zbiorze wielomianéw z K|x] stopnia mniejszego niz deg(w)
definiujemy dodawanie i mnozenie modulo w, tak jak w przypadku definicji pierécienia reszt Z,; tak
otrzymany pierScien oznaczamy K|[z]/(w). Pokaz, ze nastepujace warunki sa réwnowazne

(a) pierécien R = K|[z]/(w) nie ma dzielnikéw zera (tzn. jesli ab=0 € R to a =0 lub b = 0),
(b) pierscien R = KJz]/(w) jest cialem,

(¢) wielomian w jest nierozkladalny czyli nie mozna go przedstawié¢ jako produkt wielomianéw mniej-
szego stopnia.



Pierwiastki, cialo algebraicznie domkniete

Zadanie 6.
Zmalez¢ zespolone pierwiastki wielomiandw

(a) z* — 623 4 1822 — 30z + 25,
(b) 27 + 8z* + 423 + 32,

Wskazéwka: mozna rozpoczaé od znalezienia rozkladu w Z[z] na czynniki mozliwie niskiego stopnia.
(Prosze nie uzywaé¢ Wolfram Mathematica itp.)

Zadanie 7.
Niech n > 1. Uzasadnij, ze gdy dla z € C zachodzi réwnosé (z +1)" = (z — 1)", to Rez = 0.

Zadanie 8.
Przypomnijmy, ze ¢ jest pierwiastkiem pierwotnym z 1 stopnia n, jedli €” =1iéF A1 dla0 < k < n.
Oblicz sume pierwiastkéw pierwotnych z 1 stopnia n, jesli
(
(

a) n = p jest liczba pierwsza,

)
b) n = p”* dla pewnej liczby pierwszej p,
(¢) n=p-q, gdzie p, q sa pierwsze,

)

(d) n jest dowolng liczba naturalng.

Zadanie 9.

Niech K bedzie cialem charakterystyki 0. Rozpatrzmy wielomian w = 2 + a,_12" " + - 4+ a1z +
ag € Klz]. Znajdz wzér na sume kwadratéw i na sume szeScianéw pierwiastkéw tego wielomianu w
zalezno$ci od wspoOlczynnikéw a;. Zalézmy, ze znamy sume d-tych poteg pierwiastkow wielomianéw w,
gdzie d = 1,...,n: czy mozna podaé wzor na wspolczynniki a; tego wielomianu?

Zadanie 10.
Przypomnijmy, ze cialo K jest algebraicznie domkniete, jesli kazdy wielomian o wspoétczynnikach w K
ma pierwiastek w K.

(a) Pokaz, ze cialo algebraicznie domkniete K jest nieskonczone.

(b) Zalézmy, ze cialo K jest algebraicznie domkniete, L jest cialem zawierajacym K oraz a € L\ K.
Najmniejsze podcialo ciala L zawierajace cialo K i element a oznaczamy K (a). Pokaz, ze istnieje
bijekcja K(x) — K(a), ktéra zachowuje dzialania.



GAL1, zima 2024/2025
Zadania na czwarty tydzien (25.10-31.10)

Jeszcze o pierwiastkach z jednosci

Zadanie 1.
Rozpatrzmy zbiér pierwiastkéw stopnia n z jednosci A, = {z € C: 2" = 1}. ZnajdZz warto$é iloczynu

1
[1G+2)
ZeAn
w zaleznosci od wartosci n.

Zadanie 2.
Niech n bedzie liczba naturalna. Udowodnié¢ wzor

sinx + sinnz —sin(1 + n)z
2(1 — cosx)

sinz +sin2x + ... + sinnx =

Przestrzenie liniowe, podprzestrzenie

Zadanie 3.
Przyktady przestrzeni liniowych.

(a) Zaldzmy, ze cialo K jest podciatem ciala L, czyli mamy K C L; pokaz, ze L jest przestrzenia liniowa
nad K.

(b) Rozpatrzmy dowolny zbiér X. Dla podzbioréw A, B C X definiujemy A+ B = (AU B)\ (AN B).
Pokaz, ze na zbiorze podzbioréw X, czyli 2X, istnieje struktura Zs przestrzeni wektorowej, w ktorej
jest to operacja dodawania wektordw.

Zadanie 4.

Rozpatrzmy R-liniowa przestrzen ciagéw liczb rzeczywistych {(a;);en : a; € R} z dzialaniami definiowa-
nymi “po wartoéciach”. Ktéry z nastepujacych zbioréw jest podprzestrzenia tej przestrzeni? Odpowiedz
uzasadnij.

a;)ieN © JigVizip a; =0},

ieN ¢ lim; o a; = 0},

ai)ien ¢ lim; o a; = a} dla ustalonego a € R,

ai)ien : lim; o a; istnieje}.

Zadanie 5.

Rozpatrzmy R-liniowa przestrzen funkcji okreslonych na R o wartosciach w R, z dzialaniami definiowa-

nymi “po wartosciach”. Ktéry z nastepujacych zbioréow jest podprzestrzenia tej przestrzeni? Odpowiedz
uzasadnij.

(a) {f:R—=R: JoerVarjo>a f(2) =0},

(b) {f:R—=R: JacrVaer |f(z)| <az?},

(@ {fR—>R: JpenVaer f(z+a)=f(2)},
(d) {f:R—>R: f(a) =0} dla ustalonego a € R.



Kombinacje liniowe, podprzestrzenie rozpiete przez zbiér wektorow

Zadanie 6.
Niech V' C R3 bedzie najmniejsza podprzestrzenia liniowa zawierajaca wektory (1,3,2),(1,2,1),(2,5,3).

(a) Czy wektor (1,1,1) nalezy do V? A wektor (1,4,3)?
(b) Wykaz, ze kazdy wektor (x1,x2,z3) € V spelnia 1 — z9 + x5 = 0.
Zadanie 7.

Dla danego uktadu réwnan liniowych o wspoélczynnikach w Q znajdz skoniczony uklad rozwiazan taki, ze
kazde rozwigzanie jest ich kombinacja liniowa nad Q:

201 +x3+3x4 =0 T, —To+ 203+ 3x4+3x5 =0
xot+r3+2x4 =0 201 +x9 —2x4+2x5 =0
221 —x2+224 =0 To+r3t+xs+a5 =0

Zadanie 8.
Niech U i V beda podprzestrzeniami przestrzeni wektorowej X. Wykaz, ze:

(a) X \ U nie jest podprzestrzenia X.
(b) (X \U)U{0} jest podprzestrzenia wtedy i tylko wtedy, gdy U =0 lub U = X.
(c) jeSi X =UUV,toU=X lubV = X.

Zadanie 9.

Niech V bedzie przestrzenig liniowa nad cialem p-elementowym oraz niech Wy, Wy, W3 C V' beda wtasci-
wymi podprzestrzeniami liniowymi.

(a) Zalézmy, ze 2 < p < oo oraz |V| < oco. Udowodnié, ze |W7 U Wo U Ws5| < |V].

(b) Wskazaé przyklad trzech wladciwych podprzestrzeni liniowych Wy, Wy, W3 C V nad Zsy takich, ze

Wi uWo,uW, =V.

Zadanie 10.
Niech U, V, W beda podprzestrzeniami przestrzeni wektorowej X.

(a) Wykaz, ze U +V ={u+v:u € U,v € V} jest najmniejsza podprzestrzenia zawierajaca U i V.
(b) Sprawdz, czy zawsze UNW +V NW =U+V)NW.
(c¢) Sprawdz, czy zawsze (U+W)N(V+W)=UNV +W.



GAL1, zima 2024/2025
Zadania na piaty tydzien (04.11-09.11)

Zadanie 1.
ZADANIA PRZEDWSTEPNE Czy ponizsze uklady wektoréw rozpinaja cala przestrzen? Czy sa liniowo
niezalezne?

a) (3,1,1), (1,0,2), (0,3,2) w R?;
b) (3,1,0,-2), (5,2,2,-1), (1,-1,0,-2), (5,1,1,-3), (-7,-3,1,5), (4,1,-2,-5) w R*;
) (1,2,4,8), (1,-1,1,-1), (1,1,1,1), (1,4,—1,—i) w przestrzeni C* nad cialem C.

Zadanie 2.
Dla jakich par (s,t) € Q x Q wektory v1 = (5,7,s,2),v3 = (1,3,2,1),v3 = (2,2, 4,t) sa liniowo niezalezne
w przestrzeni Q* nad Q?

Zadanie 3.
Niech V' C R[z] bedzie podprzestrzenia liniows skladajaca sie z wielomianéw stopnia < 10 oraz spelnia-
jacych

f)=r@2)=0.
Znalez¢ mozliwie najmniejszy uklad wektoréw (tzn wielomianéw) rozpinajacy V.
Zadanie 4.
Niech V' bedzie przestrzenig liniowa, § € V oraz aj, as,..., ai bedzie ukladem liniowo niezaleznym.
Wykazaé ze 8 € lin(ai, ag, ..., ai) wtedy i tylko wtedy gdy a1, aa,..., ag, 0 jest liniowo zalezny.
Zadanie 5.

Ktére z podanych zbioréw sa liniowo niezalezne?

(a) dowolne niezerowe wielomiany {fi,..., f,} spelniajace warunck deg f; # deg f; dla ¢ # j w prze-
strzeni K[z] nad cialem K

(b) Zbiér funkcji f, : R — R indeksowanych za pomoca a € A, gdzie A C R jest dowolne, w przestrzeni
funkeji F (R, R); funkcje f, sa zdefiniowane nastepujaco: fo(z) =0dlaz < ai f,(z) =2 —a dla
T2 a.

Zadanie 6.
Ktére z podanych zbioréw sa liniowo niezalezne?

(a) zbiér funkcji {sin(nz) [n € N\ {0}} U {cos(nz) | n e NU{0}} Cc R®

(b) zbiér funkcji { cos(nz) + isin(nz) | n € Z} c C*

Zadanie 7.
Rozwazamy zbiér liczb rzeczywistych jako przestrzeti liniowa nad Q. Udowodnié, ze uktad {1, V/7, (V/7)%}
jest liniowo niezalezny.

Zadanie 8.

Sprawdz, ze wektory v/2,v/3,v/5 w przestrzeni liniowej R nad Q sa liniowo niezalezne. Dla dowolnego
n > 1 zaproponuj n-elementowy zbiér liczb rzeczywistych liniowo niezaleznych nad Q. Czy istnieje nie-
skonczony i liniowo niezalezny nad Q podzbiér R? Czy istnieje skonczony uktad rozpinajacy R nad Q7

Zadanie 9.
Niech L bedzie cialem, a K C L podcialem. Udowodnié, ze wektory vy, ve,...,vp € K" sa liniowo
niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy te same wektory rozpatrywane jako wektory L™ sa liniowo niezalezne.

Zadanie 10.
Niech K = Zs(a) bedzie cialem 4-elementowym (skonstruowanym na jednym z poprzednich ¢éwiczen),
K ={0,1,a,a+ 1}, a® = a + 1. Niech

V={feKz]|Vue K f(u)=0, deg(f)<10}.

Znalez¢ uktad liniowo niezalezny rozpinajacy V, tzn baze V.



GAL1, zima 2024/2025
Zadania na szésty tydzien (12.11-17.11)

Zadanie 1.
Dla jakich ¢ uktad wektoréw vy = (1,2, —1),v = (1,1,1),v3 = (1,t,—3) jest baza przestrzeni C3? Dla
kazdego takiego t wyznacz wspoéhrzedne wektora v = (1,2,4) € C* w tej bazie.

Zadanie 2.

(a) Niech V bedzie przestrzenia liniowa, ktéra ma baze zlozona z n wektoréw. Wykaz, ze w V istnieje
uktad n + 1 wektoréw vy,...,v,4+1 liniowo zaleznych, takich, ze kazde n wektoréw z tego uktadu
tworzy uklad liniowo niezalezny.

(b) Wykaz, ze istnieje nieskonczony podzbior wektoréw R-przestrzeni liniowej R™, taki ze kazde n
wektoréw w tym podzbiorze tworzy uklad liniowo niezalezny.

Zadanie 3.

Niech K bedzie cialem. Pokaz, ze jednomiany xlf -.-xin stanowia baze K[zi,...,7,] jako przestrzeni

liniowej nad K. Znajdz baze jednomianowa, podprzestrzeni wielomianéw jednorodnych stopnia d i podaj
wzér na liczbe elementéw w tej bazie; sprawdz, ze liczba ta jest wspétezynnikiem przy t¢ w zapisie funkcji
wymiernej (1 —¢)™" jako szeregu formalnego w Q[[t]].

Zadanie 4.
Podaj baze B podprzestrzeni funkcji wielomianowych f : R — R spelniajacych nastepujace warunki:

(a) f(1) = f(=1) = 0 i dodatkowo zatézmy z* — 2% € B
(b) f(z) = —f(—=z) i dodatkowo zatézmy 23 + x € B

(¢) f"(1) =0, gdzie f” oznacza druga pochodna, i dodatkowo = + 1 € B.

Zadanie 5.
Niech ag,...,a, bedzie baza przestrzeni liniowej V' nad cialem K. Rozpatrzmy podprzestrzen W C V
wymiaru d > 0. Pokaz, ze dla ciagu dowolnych indekséw i1, ...,4, € {1,...,n} dlugosci r > n—d, istnieje
nietrywialny ciag skalaréw a;,,...,a;, € K taki, ze

ailail + -4 airair S W \ {0}
Zadanie 6.

a) Niech a3 = (1,3,1), a2 = (2,2,1), @ = (—3,0,1). Znalez¢ (jesli istnieje) taki wektor as, ze uklad
a1, ag, ag jest bazg R3 i wektor a ma w tej bazie wspétrzedne 2,-3, 1.

b) To samo polecenie gdy 5 = (3,5,2).

¢) Niech V bedzie n-wymiarowa przestrzenia liniowa nad cialem K i niech vq,...,v,-1 € V bedzie
uktadem liniowo niezaleznym. Niech a1, ..., a, € K iniech w € V. Znajdz warunki konieczne i dostateczne
na to, by istnial wektor v, taki, by vy,...,v, byt baza V iaq,...,a, byl ciagiem wspdlrzednych wektora
w w tej bazie. Zbadaj jednoznacznosé rozwiazania.

Zadanie 7.
Niech U = lin((1,3,2,5),(3,5,1,7),(1,3,5,8)) € R* za$ V C R* bedzie przestrzenig rozwigzan uktadu
réwnan liniowych

1+ 2o+ 23+ 24 =0

3r1 4+ 229 + 623+ 224 =0
21 +x9 +4x3 +txrg =0

Wyznacz wymiary przestrzeni U oraz V' w zaleznosci od parametréw s i t. Dla jakich par (s,t) € R x R
zachodzi U + V = R*?



Zadanie 8.
Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K i A = {«;}icn jej baza. Dla kazdej liczby n € N niech
Vo =lin{ag,...,a,} C V.

(a) Wykaz, ze dla kazdej skoficzenie wymiarowej podprzestrzeni W C V istnieje n € N dla ktérego
W CV,.

(b) Podaj przyklad takiej podprzestrzeni W C V, ze W # V i dla kazdego wektora o € V' \ W zachodzi
{aa+B:ace K,feW}=V.

Zadanie 9.

a) Pokaz, ze przestrzen wektorowa V' na cialem Z, wymiaru n ma p" elementéw. Na ile sposobéw mozna
wybra¢ uporzadkowana baze takiej przestrzeni? Ile jest réznych podprzestrzeni liniowych wymiaru d,
gdzie 1 < d < n, w przestrzeni V?

b) Niech d,n € N, 0 < d < n. Udowodnié, ze wyrazenie

(p" — 1) (p" —p)(p" —p?) ... (p" —p?t)
(p? = 1)(p? = p)(p? —p?)... (p¢ — p?~1)

jest wielomianem zmiennej p.

Zadanie 10.
Zalézmy, ze K jest cialem zawierajacym C. Udowodnij, ze gdy wymiar K jako przestrzeni liniowej nad
cialem C jest skonczony, to K = C.



GAL1, zima 2024/2025
Zadania na siédmy tydzien (18.11-24.11)

Zadanie 1.
Opisaé¢ réwnaniami najmniejsza podprzestrzen liniowa zawierajaca wektory

(a) (1? 717170)3 (171707 1)3 (2707 13 1) w R4
(b) (L 71717715 1)7 (1a 1307073)7 (35 17177137)7 (072a 717172) w RE)'

Zadanie 2.
Dane sa wektory w R?: oy = (1,1,1), as = (1,2,3), 81 = (1,—1,1), B2 = (4,1,2). Opisaé¢ réwnaniami
lin(al, 042) n lin(ﬁl, 62)

Zadanie 3.
Dla ustalonego zbioru X rozpatrzmy Za-przestrzen liniowa 2% zdefiniowana w serii zadan na 4. tydzien
(Zad. 3b). Niech [n] = {1,...,n}. Znajdz baze i wymiar przestrzeni 2["). Czy 2~ ma przeliczalna baze?

Zadanie 4.

(a) Niech zbiér B bedzie baza przestrzeni liniowej V nad C. Wykaz, ze zbiér B U iB jest baza V jako
przestrzeni liniowej nad R. W szczegdlnodci otrzymujemy dimg V = 2dimc V.

(b) Zalézmy, ze K jest podcialem ciala L, a V' jest przestrzenia liniowa nad L. Wykaz, ze gdy zbiér A jet
baza L jako przestrzeni liniowej nad K, a zbiér B jest baza V nad L, to zbiér {av: (a,v) € A x B}
jest bazg V nad K.

Zadanie 5.
Podprzestrzenie V; i Vo w przestrzeni R* o wspotrzednych (z,y, z, w) zadane sa przez uklady réwnan

r+2y—3w =0 3r+y—z2z—3w =0
Vi , W
T+y—2z =0 rT+y—z—w =0

Znajdz wymiary przestrzeni Vi, Vo, V1 N Vo, Vi + V5. Podaj baze V; + V;, ktora zawiera jako podzbiory
bazy Vi NV, Vi i Vs,

Zadanie 6.

Dana jest przestrzen liniowa V' wymiaru n nad cialem K # Z, oraz jej podprzestrzenie Wy, Wy, przy
czym 0 < dim W1, dim Wa < n. Wykaz, ze istnieje element o € V', taki ze o ¢ Wy oraz a ¢ Wo. Wykaz
dalej, ze istnieje baza przestrzeni V', taka ze zaden z jej elementéw nie jest zawarty ani w Wy, ani w Wa.
Czy jest to prawda jesli K = Zy?

Zadanie 7.

W przestrzeni Q* rozpatrzmy przestrzen Vs, = lin((1,2,3,1), (1,3,2,1), (2,3, s,t)) zalezna od parametréw
s, t € Q. Znajdz wymiar przestrzeni Vs w zaleznosci od wartosci parametréw. Rozstrzygnij dla jakich
s, t € Q istnieja podprzestrzenie Wy, Wy C Q* takie, ze

Q4:W1€9Vs,t =W &Wy =V, ®W>
i dla takich s, ¢, dla ktérych jest to mozliwe, podaj podprzestrzenie Wy, Ws.

Zadanie 8.
Zalézmy, ze char K # 2. Dla n > 2 definiujemy dwie podprzestrzenie macierzy n x n nad cialem K:

MEV™ = {A € Mpyn(K): A= AT}, M*V™ = [A € Myyn(K): A=—AT}

Pokaz, ze My, (K) = MSY™ @ Masy™.

Przypominamy, ze transpozycja macierzy jest zdefiniowana nastepujaco: [ai;]T = [ajs].



Zadanie 9.

Zalézmy, ze V jest przestrzenia skonczonego wymiaru nad cialem K oraz w przestrzeni V' mamy dane trzy
wlasciwe podprzestrzenie Vq, Vo, W C V. Czy jeSli Vi@ Vo =V, to (ViNW) @ (VanW) = W? Czy jesli
WMnW)e(VonW) =W idim Vi +dim Vo =dim V', to Vi @V, = V? Czy jesli (VinW) e (VonW) =W,
dimVi; +dim Vo =dimV idimW =dimV — 1, to V; & Vo = V?

Zadanie 10.
W przestrzeni R™, dla ustalonego d, 1 < d < n — 1, rozpatrzmy skoficzony (wersja latwiejsza) lub
przeliczalny (wersja trudniejsza) ciag podprzestrzeni V; : 4 =1, 2,..., kazda z nich wymiaru d. Pokaz, ze

istnieje podprzestrzen U C R™ wymiaru n — 1, taka, ze dla kazdego i = 1, 2,... zachodzi dim(V; NU) =
d—1. Pokaz, ze istnieje podprzestrzen W C R™ wymiaru n —d, taka, ze dla kazdego i = 1, 2,... zachodzi
WaoV,=R".



GAL1, zima 2024/2025
Zadania na 6smy tydzien (25.11-29.11)

Na poczatku rozwiazemy zadania z dawniego kolokwium. Ponizej oryginalny tekst:

GAL Kolokwium 1, 21 listopada 2016, Temat A

Instrukcje:
e Kazda odpowiedZ TRZEBA starannie uzasadni¢.
e Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze CZYTELNIE podaé: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej,
numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego, numer zadania i litere tematu.

Zadanie 1 [18pt]
Niech V bedzie podprzestrzenia R® opisana uktadem réwnan:
T1 4+ 2x9 —x3 + x4 + 25 =0,
2x1 +4x9 — 223 + 224 + axs = 0.
(a) Wyznaczy¢ wymiar V' w zaleznosci od wartosci parametru a.

(b) Dla a = 0 znalezé baze Vp zawierajaca wektor (1,1,1,—2,0).

Zadanie 2 [18pt]
Dane wektory a = (5,5,2,3), 8= (7,7,2,0), v = (2,2,0,8) € R%.
(a) Opisaé przestrzen rozpieta przez wektory « i § ukltadem réwnan.

(b) Znalezé przyklad przestrzeni V C R? takiej, ze dimV =3 oraz a € V, 3 € V, ale v ¢ V. Opisa¢ V
réwnaniem.

(c) Traktujemy wektory o, 3,7 jako wektory z (Zi1)*. Czy istnieje przestrzen V C (Z11)* taka, ze
dimV =3 oraza €V, €V, aley ¢ V?

Zadanie 3 [18pt]

Niech K bedzie cialem oraz V C K™ bedzie podprzestrzenia liniowa opisang ukladem réwnan liniowych
Z/{ = {fk(l‘l,xQ,...,fEn) :O : k == 1,27...,m}’

gdzie fi(z1,22,...,%n) = ap121 + ag2&2 + - - + ak nTp. Dana jest podprzestrzen W C K™ zawierajaca
V.

(a) Czy W mozna opisaé¢ podukladem ukladu U?
(b) Zalézmy, ze W # K™. Udowodnié, ze istnieja wspélezynniki A1, Ao, ..., A € K, nie wszystkie

rowne zero, takie, ze funkcja
m

9=">_ Ml
k=1

zeruje sie na W.



Dalej sa zwykle zadania na ¢wiczenia:
Zadanie 4.

Rozwaz rodzine macierzy Ay o wymiarach n X n, zdefiniowana w nastepujacy sposob:

k11 1
1k 1 1
A= |1 1 k o1
111 k

gdzie k € R jest parametrem.
(a) Znajdz wszystkie wartosci k, dla ktérych r(Ax) < n, i oblicz rzad macierzy dla tych przypadkéw.

(b) Dla dowolnego k # 1, znajdz baze przestrzeni rozwiazan ukladu jednorodnego zadanego przez
macierz Ay .

Zadanie 5.

Nad cialem Z7 dany jest uklad réwnan liniowych, ktérego macierz rozszerzona wyglada tak
2 -1 1 1 | 1
s 2 =1 4 | 2
1 7 —4 11 | ¢

W zaleznosci od s,t € Zi7 orzec ile jest rozwiazan. Nie rozwiazywacé tego ukladu.

Zadanie 6.
Niech vy = (4,1,3), vo = (2,1,1), wy = (1,3,4), wy = (2,5,9) beda wektorami przestrzeni K3. Wskazaé
baze lin(vy,vs) N lin(w, ws). OdpowiedZ uzaleznij od charakterystyki ciala.

Zadanie 7.
ZADANIE NA PEK PLASZCZYZN. Niech

P={(z,y,2) €R® : 3x+y—2=0}, Q={(v,y,2) R : 5x—2y+32=0}.

Znalezé réwnanie plaszezyzny S zawierajacej P N @ oraz wektor (1,3,2).

Zadanie 8.
Niech X bedzie przestrzenia liniowa, a Lato(X) rodzina wszystkich skoficzenie wymiarowych podprze-
strzeni X. Zdefiniujmy funkcje p: Lato(X) x Latg(X) — R wzorem

p(U, V) =dim(U + V) —dim(UNV) =dimU + dimV — 2dim(U NV).
Wykaz, ze dla dowolnych U, V,W € Laty(X) zachodzi:
(a) p(U,V) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy U =V,
(b) p(U,V) = p(V,U),
(©) p(UW) <p(U, V) + p(V,W).

Zadanie 9.
Zalézmy, ze U,V sa skonczenie wymiarowymi podprzestrzeniami pewnej przestrzeni liniowej. Wykaz, ze

(a) jesdli dimU < dimV oraz dim(U + V) =dim(UNV)+1,to U C V.
(b) jesli dimU < dimV oraz dim(U + V) =dim(UNV)+2,to U C V.



Zadanie 10.
SUMA PROSTA — DEFINICJA ZEWNETRZNA Rozpatrzmy ciag przestrzeni liniowych V;, Vo,...,V,, nad
cialem K. Na produkcie kartezjanskim V; x - - - x V,. definiujemy strukture przestrzeni liniowej “po wspol-
rzednych”, czyli
(U1, y00) + (W], 0l) = (V1 + 0, ..o +0))
a-(vi,...,v.)=(a-v1,...,a-v.)

Pokaz, ze tak zdefiniowane dodawanie wektorow i mnozenie przez skalary definiuje przestrzen liniowa,;
bedziemy ja oznaczac¢ Vi @ - - - @V, i nazywacé zewnetrzng suma prosta przestrzeni Vi, ..., V.. Dla kazdego
i=1,...,r zdefiniujmy podprzestrzen (prosze sprawdzié, ze jest to podprzestrzen) V; CVi & --- @V, w
sposob nastepujacy _

V.={(0,...,0, v, 0,...,0) : v € V;}

?

Pokaz, ze suma prosta zewngtrzna Vi @- - - @V, jest jednoczesnie suma wewngtrzng swoich podprzestrzeni
Vi,i=1,...,r.



GAL1, zima 2024/2025
Zadania na dziewiaty tydzien (02.12-06.12)

Przeksztalcenia liniowe, jadro

Zadanie 1.
Niech V, W beda przestrzeniami liniowymi nad cialem K. Funkcje ¢ : V' — W nazywamy przeksztalce-
niem liniowym jesli
VieNVor, o o,evVar, o anek 9(a101 + -+ anvn) = a1p(v1) + -+ + anp(vy)
Sprawdz, czy nastepujace funkcje sa przeksztalceniami liniowymi:

(a) ¢ : 2 = Zo, ©(A) = |A| mod 2, gdzie 2" jest Zy-przestrzenig liniowa podzbioréw [n] = {1,...,n}
oraz A C [n].

(b) ¢ : F(R,R) = R™, o(f) = (f(a1),..., f(ayn)), gdzie F(R,R) oznacza przestrzeh funkcji rzeczywi-
stych oraz aq,...,a, € R.

(c) v: F(R,R) = F(R,R), o(f)(z) = f(z+1).

Zadanie 2.
Zalézmy, ze przeksztalcenie liniowe ¢ : K™ — K™ zadane jest wzorem

(@1, mn) = (frlTn, @), fn(@1, - 20)).
Pokaz, ze kazda z funkcji f; jest postaci f; = a;121 + -+ + ainTp, gdzie a;; € K.

Zadanie 3.
Zmajdz przeksztalcenia liniowe spelniajace nastepujace warunki, podaj wzér postaci

SD(:rl’"' 5‘Tn) = (fl('rlﬂ"'7xn)7"'7fm(zl7"'7xn))
gdzie f; sa pewnymi funkcjami; rozstrzygnij czy funkcje f; sa wyznaczone jednoznacznie.

(a) przeksztalcenie ¢ : Q* — Q2 przyjmujace nastepujace wartosci p(1,1,0,0) = (1,0), ©(0,1,1,0) =
(Oa 1)7 (,0(0, Oa la 1) = (17 _1)

(b) przeksztatcenie o : R? — R? takie, ze p(p(x1, 7)) = (=21, —12)
(c) przeksztalcenie ¢ : Q3 — Q3 takie, ze (1,0,2) ¢ im(p) = ¢(Q3) oraz p(1,1,2) =0
Zadanie 4.
Zalézmy, ze mamy dane podprzestrzenie liniowe Vi, Vo C V przestrzeni nad ustalonym cialem K oraz

przeksztalcenia liniowe @1 : V3 — W, ¢y : Vo — W do pewnej przestrzeni liniowej W. Czy istnieje
przeksztalcenie liniowe ¢ : V' — W takie, ze o)y, = ¢1 1 ¢y, = 2 jesli

(a) i+ Vo=V
(b) ieVa=V
(c) VinVa ={0}
Jedli przeksztalcenie ¢ istnieje, to rozstrzygnij czy jest zdefiniowane jednoznacznie.

Zadanie 5.

Niech V' C K™ bedzie przestrzenia rozwiazan jednorodnego ukladu réwnan, ktérego macierz jest row-
na A = [a;;] € Myxn(K). Znajdz odwzorowanie liniowe ¢ : K™ — K", ktérego jadrem jest V. Czy
odwzorowanie ¢ jest wyznaczone jednoznacznie? Podaj warunek na r.



Zadanie 6.

Niech V' i W beda przestrzeniami liniowymi nad cialem K i niech f,g: V — W beda przeksztalceniami
spelniajacymi warunek: dla kazdego wektora v € V istnieje skalar ¢, € K taki, ze g(v) = ¢, f(v). Wykaz,
ze istnieje ¢ € K, dla ktérego g = cf.

Zadanie 7.

Niech K bedzie cialem charakterystyki p > 0. Definiujemy funkcje ¢ : K — K wzorem ¢(a) = a?. Pokaz,
ze funkcja ¢ jest identycznoscia na Z, C K. Pokaz, ze ¢ : K — K jest przeksztalceniem Z,-liniowym.
Opisz ¢ dla ciala 0 4 i 0 9 elementach. [¢ nazywamy przeksztalceniem Frobeniusa]

Zadanie 8.
Niech K bedzie cialem charakterystyki 0. Definiujemy p : K|x1,...,2,] — K[z1,...,2,] wzorem
1
p(f(xh s 71‘71)) = E Z f('ra(l)a s 7'7;0'(77,))
T 0€Sy
gdzie suma jest brana po wszystkich permutacjach zbioru {1,...,n}. Pokaz, ze p jest przeksztalceniem

K-liniowym. Pokaz, ze jeSli f = fq, + -+ + fa, jest rozkladem na wielomiany jednorodne, to p(f) =
p(fa,)+- -+ p(fa.). Pokaz, ze obrazem p jest podprzestrzen wielomianéw symetrycznych oraz jesli f jest
symetryczny, to p(f) = f. [p nazywamy operatorem Reynoldsa]

Zadanie 9.
lle jest przeksztalcen liniowych z Zj w Z;'? Jesli zalozymy n < m, to ile jest przeksztalcen, ktoére sa
monomorfizmami, czyli maja trywialne jadro?

Zadanie 10.
Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad K, a f: V — K niezerowa funkcja liniowa. Niech U C V bedzie
jadrem f. Wykaz, ze V = U @ lin(v) dla dowolnego v € V' \ U.



GAL1, zima 2024/2025
Zadania na dziesiagty tydzien (09.12-13.12)

Rozwazamy dowolna kategorie C, ale prosze mysle¢, ze mamy do czynienia ze zbiorami i funkcjami lub
przestrzeniami liniowymi i przeksztalceniami liniowymi. Przeksztalcenia/funkeje liniowe pomiedzy obiek-
tami A, B oznaczamy przez Morc(A, B) i nazywamy morfizmami. Dla dowolnego obiektu A istnieje
wyrézniony morfizm identycznosciowy ida: A — A.

Kategoryjna definicja produktu: méwimy, ze P wraz z przeksztalceniami my : P — Vi, o : P — V5
jest produktem Vi i Vo, gdy spelniony jest nastepujacy warunek: dla dowolnego obiektu Z oraz morfizmdéw
@i 4 — V1, ¢; + Z — Vs istnieje dokladnie jeden morfizm ¢ : Z — P, taki Ze ¢; = mi¢ dla i = 1,2.
Powyzsze zdanie wyrazamy diagramem, ktéry ma byé przemienny, czyli przejscie po dwbch $ciezkach
taczacych pare obiektéw (zlozenie morfizméw odpowiadajacych krawedziom $Sciezek) ma dawaé ten sam
efekt:

P
N

e Vs

%1 :
V¢’1\ Z /V:¢2

Piszemy P ~ V; x V5.

Definicja (zewnetrznej) sumy prostej (koproduktu) jest ,dualna” (mechanicznie zamieniamy kie-
runki morfizméw):

TN

1% eV,

V¢1\‘ V 1/V¢2
Z

Obiekt poczatkowy X to taki obiekt w kategorii C, ze dla kazdego obiektu A zbiér morfizmdéw
More(X, A) jest jednoelementowy.

Obiekt koricowy K to taki obiekt w kategorii C, ze dla kazdego obiektu A zbiér morfizméw More (A, K)
jest jednoelementowy.

Morfizm zerowy. Zalézmy, ze obiekt poczatkowy jest jednoczesnie obiektem konicowym. Oznaczmy go
przez 0. Méwimy, ze f € Morc(A, B) jest zerowym morfizmem, jesli f mozna przedstawié¢ jako zlozenie
A—0— B.

Izomorfizm. Powiemy, ze obiekty X, Y w kategorii C sa izomorficzne jesli istnieja morfizmy f: X — Y
oraz g : Y — X takie, ze gf = idx oraz fg = idy.

Zadanie 11.
Udowodnié:

(a) Jesli w kategorii mamy dwa obiekty poczatkowe, to sa one izomorficzne.
(b) Jedli w kategorii mamy dwa obiekty konicowe, to sa one izomorficzne.

(c) Jesli obiekt poczatkowy jest konicowym, to pomiedzy dowolnymi dwoma obietami istnieje dokladnie
jeden morfizm zerowy.



Zadanie 12.
Czym sg produkty, koprodukty, obiekty poczatkowe i koncowe w kategorii zbioréw i w kategorii przestrzeni
liniowych?

Zadanie 13.
Niech W C V. Wyznaczy¢ wszystkie warstwy W w V', czyli elementy przestrzeni ilorazowej V/W, dla
V =273 W =1{(0,0,0),(1,1,1)}.

Zadanie 14.

Wtlasnos$¢ uniwersalna ilorazu. Niech ¢ : W — V oznacza inkluzje przestrzeni liniowych. Udowodnié,
ze dla kazdego przeksztalcenia liniowego ¢ : V — Z takiego, ze ¢ ot = 0 istnieje dokladnie jedno
przeksztalcenie ¢ takie,ze ¢ = ¢ o 7

V/W
s
W ——V 3%
Vo
0 ~
VA

Innymi stowy, wszystkie przeksztalcenia z V' zerujace si¢ na W jednoznacznie faktoryzuja sie przez V/W.

Zadanie 15.

Wtasno$¢ uniwersalna determinuje iloraz z dokladnos$cia do izomorfizmu. Jesli odwzorowanie
p:V — @ spelnia warunek: p ot = 0 oraz dla kazdego przeksztalcenia liniowego ¢ : V — Z takiego, Ze
¢yw = 0 istnieje doktadnie jedno przeksztaicenie & takie,ze g = pom:

to @ =~ V/W oraz ten izomorfizm jest zgodny z przeksztalceniami p: V - Qin:V — V/W.

Zadanie 16.
Niech ¢ : V' — Z bedzie przeksztalceniem liniowym. Wskazaé przeksztalcenie
¢ V/ker(¢) — Z
takie, ze ¢ = ¢ o m. i dowiesé, ze ¢ zadaje izomorfizm V/ker(¢) ~ im(o).
Zadanie 17.
Niech U,W C V beda przestrzeniami liniowymi.
(a) Postugujac si¢ definicja kategoryjna wskazaé przeksztalcena
U/(UnWwW)— (U+W)/W.
(b) Zalézmy, ze U C W. Wskazaé przeksztalcenie
V/W — (V/U)/(W/U).

(¢) Wykazaé, ze powyzsze przeksztalcenia sa izomorfizmami.

Zadanie 18.
Niech P bedzie przestrzenia funkcji wielomianowych z R do R. Okreslamy W = {p € P : p(0) = p(1)}
oraz V = {p € P: p(0) = p(1) = 0}. Pokazaé, ze P/W ~ R oraz P/V ~ R%

Zadanie 19.

Niech A C R bedzie zbiorem domknigtym oraz niech C'(A) oznacza zbiér funkeji ciaglych na A. Wtedy
C(A) ~C(R)/I(A), gdzie I(A) ={f € C(R) |Vx € A, f(x) = 0}.

Zadanie 20.

Niech f;: V; — V;41 dlai =0,...,n bedzie ciagiem przeksztalcen liniowych skonczonego wymiaru, takim
ze im(f;) = ker(fit1), Vo = 01 Vg1 = 0. Udowodnij, ze >, (—1)*dim V; = 0.



GAL1l, zima 2024/2025
Zadania na jedenasty tydzien (16.12-20.12)

lloraz przestrzeni liniowych, macierze przeksztalcen liniowych

Zadanie 1.
Mamy dane nastepujace uporzadkowane bazy przestrzeni Q3 i Q?:

A= ((0,1,0), (1,0,1), (1,2,0)), B= ((—1,1), (—1,2))

Zalézmy, ze przeksztalcenie ¢ : Q3 — Q? zadane jest wzorem
o(x1,m2,23) = (121 + a2w2 + azw3, bix1 + baws + bzw3)
dla pewnych a;,b; € Q. Podaj macierz Mﬁ(ap).

Zadanie 2.
Podaj przyklad przeksztalcenia liniowego f: R? — R? spelniajacego:

(1,1,2) €im(f), ker(f) =lin(-1,2,1), f>=0.

Zadanie 3.
Zal6zmy, ze K jest cialem oraz n > 1. Wykaz, ze dla dowolnych macierzy A, B € M,,x,(K) zachodzi:

(a) r(AB) < min{r(A4),a(B)}.
(b) r(A+ B) <r(4) +r(B).
(¢) r(A) +r(B) <r(AB) +n.

Zadanie 4.

Twierdzenie Fermata o sumie dwéch kwadratéw méwi, ze liczba p € P jest suma dwéch kwadratéw (tzn.
p = n?+m? dla pewnych n, m € N) wtedy i tylko wtedy, gdy p = 1 mod 4. Wykorzystujac to twierdzenie
wyznacz te liczby p € P, dla ktérych zbior

(i )]

z dziataniami dziedziczonymi z May2(Z,) jest cialem.

Zadanie 5.
Niech m,n € N. Czy istnieje przyklad macierzy A € M, «,(R) taki, ze:

(a) A™ =1, oraz A" # I,,,dlai=1,...,m—1,
(b) A™ =0, oraz A* #0,dlai=1,...,m — 1.
Zadanie 6.

Niech a # b € K beda skalarami. Opisa¢ wszystkie macierze B € Myx4(K), ktére sa przemienne z A
(tzn. spelniaja AB = BA), gdzie

(a)

o oo e
oo e O
o ot OO
oo OO



a b 0 0
0 a b O
A= 0 0 a b
0 0 0 a
Zadanie 7.
Niech

A<i é)

Oblicz A™ dla n > 1. Znajdz zwiazek z liczbami Fibonacciego. Jakie tozsamosci wynikaja z réwnosci
AT = A" A™ dla n,m > 17

Zadanie 8.

Rozpatrzmy przestrzenie V, W nad ustalonym cialem K, dim V = dim W < oco. Pokaz, ze dla ustalonego
przeksztalcenia ¢ : V. — W mozna dobraé baze A przestrzeni V i baze B przestrzeni W, ze macierz
przeksztalcenia w tych bazach ma postaé¢ blokowsa

Mg () = [10 8}

gdzie I, jest macierza kwadratowa r X r z jedynkami na przekatnej i zerami poza nia, a pozostate macierze
sa zerowe. Pokazaé, ze jesli dimim(p) = r, to ¢ mozna przedstawié¢ jako sume r przeksztalcen liniowych
p; takich, ze dimim(p;) = 1.

Zadanie 9.
Niech V bedzie skoniczenie wymiarowa przestrzenia wektorowa. Zalézmy, ze przeksztalcenia f,g: V — V
sa przemienne (tzn. fog = go f) oraz ze f— g jest monomorfizmem. Dowiedz, ze ker(fog) = ker f Dker g.

Zadanie 10.
Znajdz przyklady przeksztalcen f: V — V dla odpowiednio wybranej przestrzeni liniowej V' takie, ze

(a) f jest monomorfizmem, ale nie jest epimorfizmem,

(b) f jest epimorfizmem, ale nie jest monomorfizmem.



GAL1l, zima 2024/2025
Zadania na dwunasty tydzien (07.01.2025-10.01.2025)

Zadanie 1.
Dla o € S, definiujemy macierz P(c) € M,,x(Z) nastepujaco: P(c); ; = 1 jesli o(j) =i oraz P(c);; =0
w pozostalych przypadkach. Niech o, 7 € S,,. Wykaz, ze

(a) P(o)P(7) jest macierza permutacji.
(b) dla pewnego k € N zachodzi P(0)* = I,,.
(c) istnieje taki wektor v, ze P(o) - v = v, oraz nie istnieje wektor v, dla ktérego P(o) - v = cv, gdzie

ceC, | #1.

Zadanie 2.
Niech A bedzie odwracalna macierza n x n, a B odwracalna macierza m x m. Znajac macierze A= i C~!

znalez¢ macierz odwrotng do macierzy blokowej (61 g)

Zadanie 3.
Komutator macierzy kwadratowych (tego samego rozmiaru) definiujemy formuta [X,Y] = XY - Y X .
Udowodnié¢, nastepujace wlasnoéci komutatora:

(a) (antysymetria)
(X, Y] = —[Y, X],

(b) (dwuliniowo$é)
[aX +bY,Z]) =a[X,Z] +0b]Y,Z] dlaa,be K,

(c) (tozsamosé¢ Jacobiego)
(X, [V, 2]+ [V, [2, X]] + [2, [X, Y]] = 0

Przy zalozeniu (a) i (b) udowodnij, ze wlasnosé (c) jest réwnowazna tozsamosci Leibniza

Dx(IY Z)) = [Dx(Y), 2] + [Y, Dx(2)],  gdzie Dx(Y) = [X,Y].

Zadanie 4.
Zalozmy, ze cialo bazowe jest charakterystyki zero lub charakterystyki p oraz p nie dzieli n. Udowodni¢,
ze macierz jednostkowa I,, nie jest komutatorem zadnych dwéch macierzy.

Zadanie 5.
Niech B,, C M, xn(K) bedzie zbiorem macierzy gérnotréjkatnych.

(a) Definiujemy
NV = [B,,B,] = lin{[X,Y] € Myxn(K)| X,Y € B,}.

Opisaé zbior Nr(ll) réwnaniami zaleznymi od wyrazow macierzy.
(b) Indukcyjnie definiujemy
NEHD = [N N®] = 1in{[X,Y] € Myun(K) | X e NV, Y e N},
Opisaé zbior Nflk) réwnaniami zaleznymi od wyrazéw macierzy.

(¢) Udowodnié, ze [N,Se), Ny(bk)} = N9 oraz NV = 0.



Przestrzenie odwzorowan

Dla dwéch przestrzeni liniowych U, W nad cialem K przez L(V, W) oznaczamy zbiér odwzorowan linio-
wych L(V,W) = {¢ : V. — W} ze struktura przestrzeni liniowej nad K, w ktdrej operacje algebraiczne
sa zdefiniowane “po wartosciach”. Przestrzen L(V, K) nazywamy przestrzenia sprzezong (lub dualna) do
V i oznaczamy V™, a jej elementy nazywamy funkcjonatami na V. Wiecej informacji znajda Panstwo w
skrypcie dra Mecla: https://www.mimuw.edu.pl/ amecel/2019z/Gal_wyklad/12.gal_wyklad_11.pdf

Zadanie 6.
Niech § : K3 — K? bedzie przeksztalceniem liniowym, ktére w bazach standardowych ma macierz

M(0)32 = (le ; 132>. Rozwazmy przeksztatcenie liniowe 6% : (K?)* — (K3)*

(KH)*> XA = Ao € (K**.
Znalez¢ bazy jadra i obrazu tego przeksztalcenia.

Zadanie 7.
Zalézmy, ze A = {o; : i € I} to baza przestrzeni liniowej V a B = {8; : j € J} to baza przestrzeni
liniowej W. Dla (i,7) € I x J definiujemy ¢;; : V' — W nastepujacym wzorem

B k=i
ij () =
il 0 dlak#i

(a) Pokaz, uktad U = {@;;}ic1, jes jest liniowo niezalezny.

(b) Pokaz, ze jesli V i W sa skofczonego wymiaru, to przeksztalcenia ¢;; stanowia baze przestrzeni
L(V,W).

(c) Pokaz, ze jesli ¢ € L(V, W), dim(im(y))) < oo, to ¢ € lin U.
Zadanie 8.
Rozpatrzmy przestrzen liniowa V nad K i jej podprzestrzen liniowa W C V. Pokaz, ze dla dowolnego
u & W istnieje funkcjonat A € V* = L(V, K) taki, ze W C ker A i A(u) = 1. Pokaz, ze jesli dodatkowo

V = W + lin(v), to funkcjonal A jest wyznaczony jednoznacznie. Pokaz, ze dla dwoéch funkcjonaléow
A1, A2 € V* zachodzi nastepujaca rownowazno$é: ker A\; = ker Ay <= ElaeK\{o} a1 = Ag.

Zadanie 9.
Dla zbioru wektorow X C V w przestrzeni liniowej V nad cialem K definiujemy

Ann(X)={A e V™ : Vyex AMv)=0} CV*.
Podobnie dla zbioru funkcjonatéw X C V* definiujemy
Ann(X)={v eV : VYaex AMv)=0} CV.

(a) Pokaz, ze Ann(X) = Ann(lin(X)) 1 jesli X3 C Xa, to Ann(X;) 2 Ann(Xs).

(b) Pokaz, ze Ann(X1UX5) = Ann(X;)NAnn(Xs) oraz Ann(lin(X;)Nlin(Xs)) = Ann(X1)+Ann(Xs).

(¢) Pokaz, ze Ann(Ann(X)) = lin(X).
Zadanie 10.
Przeksztalcenie V' — V**. Dla przestrzeni V nad cialem K definiujemy nastepujace odwzorowanie W :

V — V.
Voev, xevs ¥(v)(A) = A(v)
Pokaz, ze tak zdefiniowane V¥ jest przeksztalceniem liniowym i monomorfizmem. Pokaz, ze dla przestrzeni

skonczonego wymiaru przeksztalcenie W jest izomorfizmem. Znajdz przyklad przestrzeni, dla ktorej ¥ nie
jest epimorfizmem.


https://www.mimuw.edu.pl/~amecel/2019z/Gal_wyklad/12.gal_wyklad_11.pdf

GAL1, zima 2024/2025
Zadania na trzynasty tydzien (13.01.2024-17.01.2024)

Funkcjonaly i wyznaczniki

Zadanie 1.
Niech f,g: C? — C beda funkcjonatlami zadanymi wzorami f(z,y) = x + iy, g(x,y) = v — iy. Wykaz, ze
{f, g} stanowia baze (C?)*. Znajdz taka baze ay,as € C2, ze {f, g} jest baza sprzezona do {1, as}.

Zadanie 2.
Niech n € N. Badamy funkcjonaly liniowe na przestrzeni macierzy: ®: M, «,(R) — R. Opisz wszystkie
funkcjonaly spelniajace tozsamosé ®(AB) = ®(BA) dla dowolnych macierzy A, B € M« (R).

Zadanie 3.
Dla dowolnych dwéch przestrzeni liniowych V, W nad cialem K rozpatrzmy funkcje zdefiniowang na
produkcie kartezjanskim
VExW — L(V,W)
(w)  — (0= A) - w)

Pokaz, ze tak zdefiniowana funkcja jest liniowa pod kazdej wspolrzednej, ale zwykle nie jest liniowa
jako przeksztalcenie V* @ W — L(V,W). Zalézmy, ze V i W sa skoficzonego wymiaru: pokaz, ze przy
tym zalozeniu ¢ € L(V,W) jest w obrazie wyzej zdefiniowanej funkcji wtedy i tyko wtedy gdy rzad
przeksztalcenia liniowego ¢ wynosi co najwyzej jeden.

Podstawowe wlasnos$ci wyznacznika pozwalajace go obliczyé

1. Wyznacznik macierzy jednostkowej:
det(I) = 1.

2. Jesli dwa wiersze (lub dwie kolumny) sa jednakowe lub proporcjonalne, to:
det(A4) = 0.

3. Jedli ustalony wiersz (lub kolumne) pomnozymy przez skalar a, to wyznacznik macierzy réwniez mnozy
sie przez a:

det(A") = a - det(A).
4. Dodanie do jednego wiersza (lub kolumny) wielokrotnosci innego wiersza (lub kolumny) nie zmienia
wartosci wyznacznika:

det(A") = det(A).

5. Zamiana dwéch wierszy (lub kolumn) macierzy zmienia znak wyznacznika:
det(A") = —det(A).

6. W przypadku macierzy tréjkatnej (gérnej lub dolnej) wyznacznik jest iloczynem elementéw na prze-
katnej:
det(A) = Qa11-0Aa22 """ Apny -

Zadanie 4.
Oblicz wyznacznik macierzy

0o 2 0 -3 O
1 3 0 0 0
A = 0o 0 3 -1 0
1 0 -1 0 -1
-1 0 O 2 -3



Zadanie 5.
Policz wyznacznik nastepujacej macierzy n X n o wspolczynnikach wymiernych:

[ 1 2 3 -+ (n=2) (n—1) n]
2 3 4 (n—1) n n

3 4 5 - n n n
(n—=1) n n n n n
| n n on n n n|

Zadanie 6.
Zalézmy, ze dla dowolnego n > 1 macierze A,, = [a;;], By, = [b;;] wymiaru n x n maja wyrazy wymierne
zdefiniowane nastepujacymi wzorami

a;; = max{i,j} oraz b;; = dla 1<14,j<n.

wmin{i,j}’
Oblicz wyznaczniki macierzy A, i B,, oraz znajdz macierz odwrotna do A,.

Zadanie 7.
Zal6zmy, ze K jest cialem oraz n > 1. Dla macierzy A, B € M, x,(K) rozwazmy nastepujace warunki:

(1) tr(AX) = tr(BX) dla dowolnej macierzy X € M« (K).
(2) det(A+ X) = det(B + X) dla dowolnej macierzy X € M, «,(K).
Dowiedz, ze gdy macierze A, B spelniaja warunek (1) lub (2), to A = B.

Zadanie 8.
Rozpatrzmy macierze A € Myyn(k), B € Mpyxm(k) 1 C € Myxm(k) i zdefiniujmy nastepujaca macierz

(n +m) x (n+m):
o= (4 6)

Pokaz, ze det(D) = det(A) - det(B). Pokaz, ze jesli A, B, C, D € M, «,(k) oraz

A B
E= ( C D ) S M2n><2n(k)

to niekoniecznie det(E) = det(A) det(D) — det(B) det(C).

Zadanie 9.
Rozpatrzmy n > 2 zmiennych (lub liczb) z1, zs, ..., z,. Macierz Vandermonde’a dla tych zmienny defi-
niujemy jako
1z 2% ... Jz?*l
A 1 oao 23 ... it
1z, 22 zn—t

Innymi stowy jesli A = [a;;] to a;; = a:f ~!. Pokaz nastepujaca tozsamosé dla tak zdefiniowanej macierzy:

det(A) = H (x; — ;)

1<i<j<n

Zadanie 10.

Rozpatrzmy macierz A = [a;;] o wymiarach nxn i zal6zmy ponadto, ze wszstkie wspéiczynniki w macierzy
A sg cyframi, czyli dla kazdej pary 1 < ¢,j < n zachodzi a;; € {0,1,...,9}. Niech p bedzie liczba pierwsza
taka, ze p dzieli kazdg z n-cyfrowych liczb, ktora w zapisie dziesietnym ma postaé a;1a;s - .. i, gdzie
t=1,...,n. Pokaz, ze p dzieli det(A).



GAL1l, zima 2024/2025
Zadania na czternasty tydzien, 20.01.2025-24.01.2025

Zadanie 1.
Dany jest uktad wektorow vy, vs,...,v, € V. Wykaz, ze ten uklad jest liniowo niezalezny wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje ciag funkcjonaléw fi, fo,..., fr, € V*, takich ze macierz [a;j]1<ij<n = [fi(v))]i<ij<n

jest maksymalnego rzedu.

Zadanie 2.
Policz wyznacznik nastepujacej macierzy n x n dlan > 3
[0 1 0 0 0 1]
1 0 1 0 0 0
01 0 0 0 0
0 0 0 01 0
000 --- 1 1
1 00 -~ 0 1 0]
Zadanie 3.
Dla ciala K charakterystyki # 2 niech A € M, x,(K) bedzie macierza antysymetryczna czyli taka,
ze AT = —A. Pokaz, ze jesli n jest nieparzyste to det(A) = 0. Znajdz wzér na wyznacznik macierzy
antysymetrycznej 4 x 4
0 X1 o T3
—x1 0 T4 T5

A =
—T2 —T4 0 Tg

—x3 —I5 —Tg 0

Pokaz, ze w tym przypadku det(A) jest kwadratem wielomianu jednorodnego pfa stopnia 2 od zmiennych
Z1,%a9,...,%e (ta obserwacja ma uogdlenieni dla dowolnego parzystego n, otrzymane wielomiany nazy-
wamy pfaffiannami https://en.wikipedia.org/wiki/Pfaffian)). Policz pfs4 dla macierzy, ktéra nad
przekatna ma x1,...,z,_1, pod przekatna —z1,...,—x,_1, a gdzie indziej zera.
Zadanie 4.

(a) Uzywajac wzoréw Cramera znajdz wzér na macierz odwrotng do macierzy A = (a;;) € Mpxn(K)

takiej, ze det(A) # 0.
(b) Wykaz, ze jeSli A € My,xn(Z) i det(A) = £1, to A1 € My 50 (Z).

(c) Wykaz, ze jedli A = (a;j) € Mpuxn(K) jest gérnotréjkatna i det(A) # 0, to A~ réwniez jest

gornotrojkatna.

Zadanie 5.

Obliczy¢ wyznacznik n x n
1 2 00 0 0 0
13 20 0 0 0
01 3 2 0 00
0000 ... 1 3 2
0000 ... 01 3

(Obliczy¢ warto$é wyznacznika dla kilku pierwszych wartosci n i udowodnié ogélny wzér indukeyjnie.)

Kolokwium 2 z roku 2018/19

Zadanie 6.
Dla t € R przeksztalcenie liniowe ¢; : R* — R3 dane jest wzorem

oi(x1, X2, T3, 1) = (1 + T2 + txs, T1 — o — Ty, taxo + txg + (L — 1)xy).


https://en.wikipedia.org/wiki/Pfaffian

(a) Dla jakich t € R przeksztalcenie ¢; jest epimorfizmem?

(b) Znalezé baze ker(ps).

(¢) Znalez¢ wymiar przestrzeni ker(yg) Nker(pq).
Zadanie 7.

Dane sa: baza A = {(0,1,0),(1,0,1),(1,2,0)} przestrzeni R3, baza B = {(—1,1),(—1,2)} przestrzeni R?,
przeksztalcenie liniowe ¢ : R — R2

o(x1, 22, 23) = (1 + T2 + 223,221 + x3),

oraz przeksztalcenie liniowe 9 : R? — R3 takie, ze

(a) Obliczy¢ macierz M(p)5.
(b) Obliczy¢ 1(1,0,0).
(¢) Zmalezé baze C przestrzeni R? taka, ze macierz M ()G jest gérno-tréjkatna, tzn. taka, ze wszystkie

elementy pod gltoéwng przekatna sg zerami.

Zadanie 8.
(Teoretyczne) Niech V, W beda skoficzenie wymiarowymi przestrzeniami liniowymi nad cialem K i niech
@ : V. — W bedzie przeksztalceniem liniowym. Udowodnié, ze

dim(V) = dim(ker(y)) + dim(im(¢p)).

Zadanie 9.
Dla t € C oraz n > 2 dana jest macierz A, ; € My xn(R),

t 1.0 ... O 0
1t 2 0 0
0 1 ¢ 0 0
An,t— . .
000 ... ¢t n-1
0 0 0 ... 1 t

(a) Dla kazdego n > 2 obliczy¢ wyznacznik macierzy A, o.
(b) Wykazad, ze istnieje t € R takie, ze det(A4s,) = 0.
Zadanie 10.

Dane sa przestrzenie liniowe V', W nad cialem K, dim(V') = n, dim(W) = m oraz przeksztalcenie liniowe
¢ : V — V. Definiujemy funkcje ® : L(V, W) — L(V, W) wzorem

() =t oo
(a) Wykazaé, ze ® jest przeksztalceniem liniowym.

(b) Wyrazié¢ wyznacznik przeksztalcenia ® za pomoca m, n oraz det(y).

Zadanie 11.
(3 punkty za kazde zadanie)



(a)

Niech V' i W beda skonczenie wymiarowymi przestrzeniami liniowymi nad cialem K. Czy dla
kazdego przeksztalcenia liniowego ¢ : V* — W™ istnieje przeksztalcenie liniowe ¢ : W — V takie,
ze ¥ = @7
Zalézmy, ze macierz A = (a;;) € Myxn(R) jest odwracalna. Czy macierz B = (b;j) € Myxn(R)
taka, ze b;; = j?a;; musi by¢ odwracalna?
Dane sa przeksztalcenia liniowe @1, @9 : R® — R3. Czy musi istnieé¢ niezerowy wektor oo € R® taki,
ze ¢1(@) = pa(a)?
Dane jest niezerowe przeksztalcenie liniowe ¢ : R? — R2. Czy zlozenie pop tez musi byé niezerowe?
Czy istnieja macierze A € Myx3(R) i B € M3x4(R) takie, ze det(AB) = 17
Dana jest baza B = {8 = (1,2,3), 82 = (2,3,4), 83 = (1,0, 1)}. Obliczyé wspdlrzedne funkcjonatu
€ (R,

(21,72, 23) = 271 — T2 + T3

w bazie sprzezonej do B.



GAL1, zima 2024/2025

Zadania domowe, pierwsza seria
Termin zwrotu: 25.10, 22:00

Zadanie 1.
Niech n € N, n > 0. Rozwiazaé uklad rownan liniowych n x n

1,121 + @1,2%2 +... a1.nTn = b1
21T1 + G22%2 + ...A2 n Ty = by
An1T1 + ApoTo + ... ATy = by

a;j = (jil), b; =2"dlai,j=1,2,...n. Dla przykladu dlan =5

T, + T2 =2
1+ 2x9 + 23 =4
z1 + 3z + 33 + x4 =8
T + 4o + 623 + 424 + 25 =16

x1 + 5x9 + 10x3 + 1024 + by = 32

Zadanie 2.
Rozwiaz nastepujacy uklad rownan liniowych w liczbach rzeczywistych w zaleznosci od rzeczywistych
parametréw t, s € R:
xr1+trs +sry =
T1 + X2+ x3 +tTs
X1 + I3 = t

Przedstaw kolejne kroki swoich obliczen.

Zadanie 3.
Zmajdz wspétezynniki wielomianu w(z) = az? + bz + ¢ € C[z], ktéry przyjmuje nastepujace wartosci:
w(l+i)=0, w2—-4i)=1 oraz w(l)=1.

Zadanie 4.
Niech C = C U {oo}, czyli C z dolaczonym jednym elementem oznaczanym oo. Dla liczb zespolonych
a,b,c,d € C definiujemy funkcje f: C — C

az+b
f<z>:{“+d Ly =t

00 gdy cz+d=0"
Taka funkcja (gdy ad — bc # 0) nazywa sie¢ homografia. Zbiory
Hy ={z€C : im(z) >0}, D={zeC : |z|<1}.

nazywamy gorng polplaszczyzng i jednostkowym dyskiem. Wskazaé wszystkie homografie, ktére
(a) zachowuja Hy (tzn f(Hy) = Hy)
(b) zachowuja D (tzn f(D) = D)

Zadanie 5.

Rozwazamy wielomiany zmiennej zespolonej.

(a) Znajdz wielomian f(z) o catkowitych wspétezynnikach, ktérego jedynymi pierwiastkami sa pierwiastki
pierwotne z 1 stopnia 24.

(b) Przedstaw powyzszy wielomian jako iloczyn wielomianéw nierozkladalnych na R.

Przypomnienie: Liczba z € C jest pierwiastkiem pierwotnym z 1 stopnia n wtedy i tylko wtedy, gdy 2™ = 1
oraz 2™ # 1 dla 0 < m < n.



GAL1, zima 2024/2025

Zadania domowe, druga seria

Termin zwrotu: 12.11, godzina 22:00

Zadanie 1.
Sprawdz, czy dany zbiér jest podprzestrzenia wektorowa przestrzeni RY wszystkich ciagéw o wyrazach
rzeczywistych:

(a) {(zn)020: InmerYns0 Dorgai < M}.
(b) {(#n)5o: Ieria)Vnz0 lan| = f(n)},
(¢) {(&n)3Z0: FkenVnzo |an| < sin®(kn)}.
Zadanie 2.
Dla ustalonego n > 1 rozpatrzmy funkcje f1,..., f, € F(R,R). Pokaz, ze funkcje fi,..., fn sa liniowo

niezalezne wtedy i tylko wtedy gdy istnieja liczby rzeczywiste a1 < as < --- < a, takie, ze wektory
vi = (f1(ai), ..., fula;)) € R, gdzie i = 1,...,n, sa liniowo niezalezne.

Zadanie 3.
Rozwazmy wielomiany f, , = (x + k)" € Q[z]. Dla jakich par n,k € N uktad

{fn,lvfn,Za .. -7fn,k}

jest liniowo niezalezny? Dla jakich par n, k € N uklad ten rozpina przestrzen wielomianéw stopnia < n?

Zadanie 4.
Niech R = R[[t]] bedzie piericieniem szeregéw formalnych. Jego elementami sa wyrazenia postaci

o0
f(t):ao+a1t+a2t2+a3t3+...:Zant",
n=0

ktore dodajemy i mnozymy w oczywisty sposéb. Na przyktad

n=0 n=0 n=0
gdzie

n
Cp = E arpbn_r -
k=0

Wykazaé, ze wielomian
(t° + 1)z + (£* + t)z + to® — 1 € R[]

ma pierwiastek postaci = 1 + at + aot? + azt® + ... € R[[t]].

Zadanie 5.
Pochodng szeregu formalnego f(t) = ag + a1t + ast?® + ast® + --- € R[[t]] nazywamy szereg formalny
() = a1 + 2ast + 3ast? + 4a4t> . ... Proces brania pochodnej mozna iterowaé.

(a) Znajdz rozwiazanie réwnania
IO+ () =0, f(t) =t+ast® +ast® +...,
gdzie niewiadoma jest szereg f(t), tzn. wspdlczynniki a; dla i > 2.
(b) Udowodnij, ze istnieje rozwiazanie réwnania
F1E) +tf () + F(E) =0, f(t) =t+at® +ast® +...,

gdzie niewiadoma jest szereg f(t), tzn. wspdlczynniki a; dla i > 2.

(Dla ciekawych, ktorzy obliczq kilka pierwszych wartosci a; polecamy strone https://oeis.org)



GAL1, zima 2024/2025

Zadania domowe, trzecia seria

Termin zwrotu: 26.11, godzina 23:59

Zadanie 1.

Niech V' bedzie skonczenie wymiarowa przestrzenig liniowa nad cialem K. Wykaz, ze gdy n > dim V, to
dla dowolnych wektoréw vy, ..., v, € V istniejg takie, nie wszystkie rowne zeru, skalary Ag,..., A\, € K,
. n n

ze Y oA =0oraz Y . Av; =0.

Zadanie 2.
Niech R[z]<4 C R[z] oznacza przestrzen wielomianéw stopnia < 4, czyli wielomianéw postaci w =
ag + a1 + asx? + azx® + agx?, gdzie ag,...,as € R. Niech W C R[z]<4 oznacza zbidr tych wielomianéw

w stopnia < 4, dla ktérych funkcje wielomianowe w : R — R spelniajg warunek

(1 .
Vzer\{0} $4'w<x) = w(x)

(a) Przedstaw podzbior W C R[z]<4 jako zbiér rozwiazan uktadu réwnan jednorodnych zadajacych
relacje miedzy wspoétezynnikami ag, . .., as € R. Uzasadnij dlaczego W jest przestrzenia liniowa nad
cialem R.

(b) Rozpatrzmy wielomiany w; = 1+ ta? + x4, wy = s2?, wy = 1 + tx + 22 + tz3 + 2* zalezne od
parametrow s, t € R. Jakie warunki winny spelnia¢ parametry s i ¢ aby wielomiany wq, ws, ws
stanowily baze¢ przestrzeni W7

(c) W tym punkcie polézmy s = t = 1. Znajdz wspéhrzedne wielomianu z+ 222+ 23 w bazie skladajacej
sie z wy, wy iwg dlat=s=1.

Zadanie 3.
Dane sa dwie macierze m x n nad cialem K:
air -0 QGin bin -+ bin
A= : : oraz B = :
(42775 R Amn bml T bmn

Zal6zmy, ze podprzestrzenie V4, Vp C K" sa zbiorami rozwiazan jednorodnych uktadéw m réwnan
liniowych, ktérych macierze sg réwne, odpowiednio, A i B. Definiujemy macierz { B} rozmiaru 2m x n i

macierz [A B] rozmiaru m X 2n:

aip -t Gin
A ’ : ay e Gin bin oo bip |
am1 T Gmn
= s A B =
FIE o Y
. . Am1 -~ Amn bml T bmn_
_bml e bmn_
Czy znajac wymiary przestrzeni Vu, Vp, Va4 + Vg mozna wyznaczy¢ rzad macierzy B ? A macie-

rZy [A B]? Pokaz, ze rzad macierzy [A B] moze przyjmowaé dowolna wartosé calkowié@ z przedziatu
[max(r(A4),7(B)), min(r(A) +r(B),m)].

Zadanie 4.
Niech K bedzie cialem. W przestrzeni K™ wektory standardowej bazy oznaczamy przez €1, €a, . . ., €,. Dla
k € N, k < n niech Vi = lin{e1, €2, ..., € }. Dla dowolnej podprzestrzeni W C K™ definiujemy ciag liczb

d(W) = {dim(W n Vk)}k:l,Q,

veey



(a) Dla jakich ciagéw a = {ai,as,...,a,} € Z" istnieje podprzestrzen liniowa W C K" taka, ze
d(W) =a?

(b) Zalézmy, ze K jest skonczonym cialem. Dla a € Z™ ile jest podprzestrzeni W takich, ze d(W) = a.

¢) Podaé kombinatoryczna interpretacje wspélezynnika przy p’ w wielomianie
(c) yczna interpretacje wspolezy przy p

(" —D)(p" —p) (" —p?) ... (p" —p?t)
(p? = D)(p?—p)(p? —p?)... (p* —p?=1)

Zadanie 5.

Niech d > 1. Zalézmy, ze (V,)nen jest taka rodzina d-wymiarowych podprzestrzeni pewnej przestrze-
ni liniowej, ze dim(V; N'V;) = d — 1 dla dowolnych i # j. Uzasadnij, ze dim([),.xyVs) = d — 1 lub
dim(} ey Vo) =d + 1.



GAL1, zima 2024/2025

Zadania domowe, czwarta seria

Termin zwrotu: 20.12, godzina 23:59

Zadanie 1.
Dane jest przeksztalcenie liniowe ¢ : Q3 — Q3 takie, ze

»((2,3,4)) =(1,1,1), ©((0,2,3)) =(0,1,1), ©((3,4,5)) =(-1,-1,0).
(a) Znajdz macierz ¢ w standardowej bazie.
(b) Znajdz macierz ¢ w bazie A = ((1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)).

Zadanie 2.
Niech f: Maoyx2(C) — May2(C) bedzie dane wzorem

F(X) = AX — XA, gdzie A = G i) .

(a) Sprawdz, ze f jest przeksztalceniem liniowym.

(b) Wyznacz macierz Mpg(f) w bazie B = {Ei1, E12, Eo1, E22}, gdzie E;; jest macierza, w ktérej
jedynym niezerowym wyrazem jest (i, j)-ty wyraz i jest on réwny 1.

(¢) ZnajdZ bazy i wymiary przestrzeni ker(f) oraz im(f).
Zadanie 3.

Dane sa trzy przeksztalcenia liniowe f, g, h : CT — C3. Czy zawsze istnieje wektor niezerowy 3 € C”\ {0}
taki, ze

Znalez¢ rozwigzanie powyzszego problemu dla przeksztatcen C" — C™, n,m € N.

Zadanie 4.

Przeksztalcenie liniowe przestrzeni liniowej V' w siebie ¢ : V' — V nazywamy endomorfizmem V. Niech V'
bedzie przestrzenia nad cialem K wymiaru n; przeksztalcenie ¢ : V' — V nazywamy nilpotentnym jesli
dla pewnego 7, r-krotne zlozenie " jest endomorfizmem zerowym. Macierz A € M, «,,(K) nazywamy
nilpotentna, jesli istnieje liczba catkowita r» > 0 taka, ze produkt A" jest macierza zerowa.

(a) Pokaz, ze endomorfizm ¢ : V — V jest nilpotentny wtedy i tylko wtedy gdy jego macierz M4 (¢)
w dowolnej bazie A przestrzeni V jest nilpotentna.

(b) Pokaz, ze dla endomorfizmu nilpotentnego ¢ mamy wstepujacy ciag podprzestrzeni
ngerapgkergpz gkergo?’ c...CV
oraz ker ¢® = ker p*t! <= kerp® = V.
(c) Pokaz, ze dla endomorfizmu nilpotentnego ¢ mamy zstepujacy ciag podprzestrzeni
V 2imp 2ime? Dimg® 2--- 20
oraz im ¢* = im*t! <= imp* = 0.

(d) Pokaz, ze jesli ¢ jest nilpotentny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje baza A przestrzeni V taka, ze
macierz Mﬁ((p) ma zera na przekatnej i pod przekatna.



Zadanie 5.

Push-out P odwzorowan V bl W # V3 definiujemy poprzez wlasnosé uniwersalng

w—"

wa

Dla kazdej pary przeksztalcen v, : Vi — Z, 1o : Vo — Z takiej, ze 11¢1 = 1ha¢s istnieje dokladnie jedno
przeksztalcenie ¢ : P — Z takie, ze ¥ = ¢my 1 ¥y = ¢y .

Udowodnié, ze w kategorii przestrzeni wektorowych P = (Vi @ V»)/U, gdzie

U ={(¢1(w), =¢2(w)) |w e W}.



GAL1, zima 2024/2025

Zadania domowe, pigta seria

Termin zwrotu: 24.01, piatek, godzina 23:59

Zadanie 1.

(a) Rozpatrzmy macierze o wsp6lczynnikach rzeczywistych

-1 1 1 -1 2 4 8 5
1 -1 1 -1 12 30
A= 1 1 -1 -1|° B= 5 t 0 0
t t t t 1 0 0 0

Dla jakich wartosci parametru ¢ € R macierz B jest odwracalna? Zakladajac, ze macierz B jest
odwracalna, oblicz wyznacznik produktu B - A - B~

(b) Zalézmy, ze macierz X € Myx4(R) jest odwracalna i spelnia réwnanie macierzowe X —4X 1 = 0.

Policz | det(X)].

Zadanie 2.
Zalézmy, ze macierze A, B, C na cialem K majg takie wymiary, ze ponizsze iloczyny sa okreslone.
Udowodnij nastepujaca zaleznos¢ pomiedzy rzedami:

r(AB) +r(BC) < r(B) 4+ r(ABC).

Zadanie 3.
Zalézmy, ze V jest przestrzenia liniowa oraz f € L(V,V).

(a) Wykaz, ze ker(f) = ker(f?) & kerfnimf = {0}.
(b) Wykaz, ze im(f) =im(f?) < ker(f)+im(f)=V.
Zadanie 4.
Przypomnijmy, ze $lad macierzy kwadratowej B = [b;;] € Mpx,(K) to suma elementéw na przekatne;j:

tr(B) = Y., bi;. Dla macierzy kwadratowej A € M, x,,(K) niech fa: My,x,(K) — K bedzie funkcja
okreslona wzorem f4(X) = tr(AX) dla kazdej X € M, «,(K).

(a) Wykaz, ze dla kazdej macierzy A € M,,«,(K) funkcja fa jest funkcjonatem liniowym.
(b) Wykaz, ze dla kazdego funkcjonatu liniowego f € M, x,(K)* istnieje dokladnie jedna macierz
A€ M, wn(K) taka, ze f = fa.

Zadanie 5.
Niech dimV = n oraz niech fi, fa,..., fn € V*. Wykazaé, ze uklad U = {f1, fo,..., fn} jest baza V*
wtedy i tylko wtedy gdy (i, ker(f;) = {0}.



