Zadania z GAL-u

Listopad 2004

1 Rozwiazaé¢ uklady réwnan:
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r2 3 1 -2 -1 16
4 7 2 -5 1 |17
1.11 6 53 -2 —9 |1 y="7/2+s8z=—-4—-2x—s,t=1/2
L2 6 1 -5 —10 |12
r 3 1 0 —-21
5 2 2 —-11]5
1 -1 0 -2|-5
1.12 5 1 1 —3lo r=—-14+t,y=4—t,z=1—-1
-7 =3 1 5 |—4
L 4 1 -2 —-51-2
rit -3 1 -2 1] -5
2 -6 0 —4 1]|-10
0 0 2 0 1] 0
1.13 9 6 2 4 0l 10 r=-5+3y+2z+2s5t=-22
-2 6 4 4 1110
L-1 3 1 2 01 5
(1 & a2 1
1.14 |1 b b? 0| dlaa,bceR.
|1 ¢ c? 0

1.15 Niech a, b, ¢ beda trzema réznymi liczbami rzeczywistymi. Znalezé¢ wielomian kwadratowy W (z) =
A2? + px + v, taki, ze W(a) =7, W(b) =41iW(c) = 9.

a 1 1 a
1.16 |1 b 1 b| dlaa,bceR.
1 1 ¢ c

1.17 W zaleznosci od parametru a € R powiedzieé czy uklad réwnan ma doktadnie jedno rozwiazanie /
ma wiele rozwiazan / jest sprzeczny:

ar + y + 2z = a-—1
r + vy + az = 0
r + ay + z = 1l-—a
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2 Ciala

2.1 Udowodni¢, ze w dowolnym ciele sa prawdziwe nastepujace tozsamosci
(i) =(—z) ==,
(ii) —(z +y) = (=) + (-v),
(iii) (—z)y = —zy,
(

iv) (z —y)z = xz — yz, gdzie x — y := = + (—vy).

2.2 Niech p > 1 bedzie liczba naturalna. W zbiorze F), = {0,1,2,...,p — 1} definiujemy dzialania
a®b=(a+b) modporaz a ©®b= (a-b) mod;p. Znalezé p dla ktérych (F},,0,1,®,®) jest cialem.

2.3 Niech F = {&, $, 0, #}. Zdefiniowaé¢ w F' dzialania, tak by otrzymaé cialo.
2.4 Sprawdzi¢ taczno$é mnozenia na liczbach zespolonych.
2.5 Znalez¢ element odwrotny do a + bi € C.

2.6 Skonstruowaé¢ geometrycznie element odwrotny w C.
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3 Liczby zespolone

3.1 W zbiorze liczb zespolonych rozwiazaé¢ réwnania
) 2 o 1
&) D14 T 2200
b) 22 — 4z +13 =0,
1

—Zz

ISR L

c) Imitiz =1,

3.3 Zapisa¢ w postaci trygonometrycznej liczby
)

a) —2 4 2i,
¢) =5+ 5v/3i.

3.4 Obiliczy¢ wyrazenia (wynik w postaci a + bi)

0)

a) (1—1)'2,
b) (14 v/30)%,
(1+i)22

c) (1—/30)8°

3.5 Korzystajac ze wzoru Moivre’a wyrazié¢ cos(7x) przez funkcje cos(z).

3.6 Obiczyé
a) sinx +sin2z + ... +sinnz
(wsk. ze wzoru na sume ciagu geometrycznego),

o () ()4 () s o (),
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4 Przestrzenie liniowe i podprzestrzenie

4.1 Niech C(R) bedzie zbiorem funckeji ciagtych R — R z dzialaniem dodawania i mnozeniem przez
stala. Sprawdzié¢, ze C'(R) jest przestrzenia liniowa,.

4.2 Ktoére podzbiory C(R) sa podprzestrzeniami liniowymi?
a) wielomiany?

b) funkcje spetniajace f(0) =
¢) funkcje spehiajace f(1) =
d) funkcje speiajace f(x) = ( x), dla kazdego x € R?
e) funkcje speliajace f(z) > 0 dla « > 07
f) funkcje speliajace: f jest dwukrotnie rézniczkowalna i f = —f"'?
g) funkcje okresowe?
h) funkcje okresowe o okresie T'7

4.3 Tle jest podprzestrzeni liniowych w (F)3? Opisaé je réwnaniami.
4.4 Tle jest podprzestrzeni liniowych w (Fp,)"?

4.5 Czy wektor (1,1,1) nalezy do podprzestrzeni liniowej R? rozpietej przez (1,3,2), (1,2,1), (2,5,3)?
A wektor (1,4,3)?

4.6 Udowodnié, ze kazdy wektor przestrzeni C* rozpietej na wektorach
(iv ]-7 _iv _1)a (Za _ia 1; _1)7 (17 07 Oa _1)
spelia warunek: z; + x3 + x3 + x4 = 0. Natomiast nie kazdy spetnia x4 = —1.

4.7 Opisa¢ rownaniami najmniejsza podprzestrzen liniows zawierajaca wektory:
a) (1,—1,1,0), (1,1,0,1), (2,0,1,1) w R*,
b) (1,-1,1,-1,1), (1,1,0,0,3), (3,1,1,—1,7), (0,2,—1,1,2) w R®.

4.8 Wykazaé, ze przeciecie V3 NV, dwu podprzestrzeni liniowych jest podprzestrzenia liniows,.

4.9 Niech V7 i V5 beda podprzestrzeniami liniowymi V. Wykazaé, ze najmniejsza podprzestrzenia,
liniowa, zawierajaca Vi U Vs jest suma algebraiczna Vi + Vo = {vy + vy € V 101 € V1, vy € Vo).

4.10 Niech A, By, B beda podprzestrzeniami liniowymi V.
a) Czy prawdziwa jest formula AN (By + By) = (AN By) 4+ (AN By)?
b) Zat6zmy dodatkowo, ze By C A. Czy juz bedzie dobrze?
¢) A moze wystarczy A C By?

4.11 Znalez¢ takie wartosci a € F, by wektory (a, 1,0), (1,a,3), (a,1,1) € F? byly liniowo zalezne.

4.12 Udowodnié, ze istnieje nieprzeliczalny liniowo niezalezny podzbidr w przestrzeni funkcji (]FQ)N =
{f N — ]FQ}
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5 Uklady wektoréw, bazy

5.1 Czy te uktady wektoréw sa liniowo niezalezne?
a) (1,1,0), (1,2,-3), (2,4,1) w R?;
b) (1,2,1,1), (2,-1,—1,4), (5,5,2,7) w R*;
) (3,2,1,-1), (5,—1,1,2), (7,8,1,-7), (1,-1,1,2) w R*.

5.2 Czy te uklady wektorow rozpinaja cala przestrzen?
a)

(3,1,1), (1,0,2), (0,3,2) w R?;
(

b) 37 13 Oa 72)7 (57 27 23 71)7 (17 713 Oa 72)7 (57 13 15 73)7 (773 737 17 5)3
(4,1, -2, -5) w R%;
(1,1,1), (a,b,¢) , (a®,b?,¢*) w R* dla a, b ¢ € R.

9

c)

5.3 Znalez¢ bazy przestrzeni liniowych rozpietych na wektorach w zadaniach 5.1 1 5.2.

5.4 Znalzé bazy przestrzeni liniowych opisanych przez réwnania:

a)r+y+z+t+s=0wR

r — vy + z - 25 4+ t =0

b)<{3z + 4y — 2z + s + 3t = 0 wR>
xr — 8 + 5z — 95 + t = 0
3 2 1 —-110 4

9l 1 2’0]WR‘

5.5 Znalez¢ baze podprzestrzeni liniowej wielomianéw spelniajacych:

a) f(1) = f(2) = 0;
b) f@)(7) = 0 (trzecia pochodna).
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6 Uklady wektorow, bazy II

6.1 Wykazaé, ze jesli char(F) # 2 to dla dowolnych wektoréw v,w € V zachodzi lin(v + w,v — w) =
lin(v,w).

6.2 wyznaczy¢ wszystkie watrodci parametru p, tak by uktad (2,p,1), (1,0,1), (0,1,3) byl liniowo
niezalezny.

6.3 Dane sa wektory ay = (—1,1,1), ag = (1,1,2), as(t) = (-3,¢,0).
a) Dla jakich t € R uklad a1, as, as(t) jest baza przestrzeni R*?
b) dla kazdego ¢ takiego jak w a) znalezé wspdhrzedne wektora 8 = (1,1, —1) w tej bazie.
¢) Dla jakich wartosci ¢t wektor as(t) jest kombinacja liniowa aq i @? ZnaleZé ta kombinacje.

6.4 Niech V bedzie przestrzenia liniowa, 8 € V oraz oy, as, ..., ai bedzie ukladem liniowo niezaleznym.
Wykazaé¢ ze 8 € lin(ay, ag,. .., ai) wtedy i tylko wtedy gdy a1, ag, ..., ag, § jest liniowo zalezny.

6.5 Niech a; = (1’?3’ 1), ag = (2,2,1), @« = (—3,0,1). Znalezé (jesli istnieje) taki wektor a3, ze uklad
a1, oo, as jest baza R? i wektor a ma w tej bazie wspétrzedne 2,-3, 1.
b) to samo polecenie gdy 8 = (3,5, 2).

6.6 Dane wektory w R*: a; = (1,1,1), as = (1,2,3), f1 = (1,—1,1), B2 = (4,1,2). Opisaé lin(ay, )N
lin(By, B2).

6.7 Dane dwie podprzestrzenie w R*:

. +2y 3w = 0 3z +ty —z 3w =
V_{x +y  —2z = 0’ W_{x +y —z —w =

o o

Opisa¢ réwnaniami V + W. Znalez¢ wymiary przestrzeni V +V i VN W.

6.8 Niech W C V bedzie podprzestrzenia liniowa. Wykazaé, ze uklad a1, ..., ar € V mozna dopelni¢ do
bazy wektorami z W wtedy i tulko wtedy gdy: 1) jest ukltadem liniowo niezaleznym oraz 2) Lin(aq, ..., o)+
W =V.

6.9 Niech W C R* bedzie opisane przez réwnania x1 +x2+ x4 = 01 x3 —x4 = 0. Czy wektory (1,0,0,1),
(0,1,0,1), (0,0, 1,2) mozna dopehié¢ wektorem § € W do bazy R*.

6.10 Niech W c R* bedzie opisane przez réwnania x1 + x2 + x4 = 01 x3 — x4 = 0. Znalezé réwnanie
przestrzeni zawierajacej W i wektor (1,1, 1,2).
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7 Sumy proste, przeksztalcenia
7.1 Niech U, V C R" beda okreglone uktadami réwnan:
U={z1+22+...+2, =0} V=Aoy=a2=...=x,}.
Wykazaé, ze R" = U & V orza wyznaczy¢ rzuty wektoréw jednostkowych na U réwnolegle do V.
7.2 W przestrzeni R* okreélamy podprzestrzenie
U=1lin{(1,1,1,1),(—-1,-2,0,1)}, V =lin{(-1,-1,1,-1),(2,2,0,1)}.
Wykazaé, ze R* = U @ V i znalezé rzut wektora (4,2,4,4) na U réwnolegle do V.

7.3 Niech U i W beda podprzestrzeniami liniowymi V. Zalézmy, ze dimV < oo oraz dimU +dim W =
dim V. Wykazaé, ze nastepujace warunki sa rownowazne:

HNV=UaW;
) V=U+W,
3) UNW = {0}.

7.4 Niech V = U®W oraz niech a1, as, ..., a, bedzie baza U i 1, Bo, . . ., Bm bedzie baza W. Wykazad,
7€ 1,2, ..., Qn, B1, B2, ..., Bm jest baza V.

7.5 Znalezé¢ wzér na obrét R® w plaszezyznie z1 + @2 + 23 = 0 0 kat 27/3.

7.6 Niech f : R? — R bedzie przeksztalceniem liniowym takim, ze f(1,3) = (2,4,1) i f(2,1) = (5,3, 2).
Znalezé f(1,1).

7.7 Niech F' : W — V bedzie reprezentowane przez macierz (g i ?) wzgledem pewnych baz

(e1,e2,e3) w przestrzeni V i (f1, fo) w W. Wyznaczyé macierz odwzorowania F wzgledem baz (e1, e +
ez, e1+ex+e3) i (f1, f1 + fo).

7.8 Niech f bedzie niezerows funkcja liniowa V' — K. Niech U = ker f. Wykazaé, ze V = U & lin{v}
dla dowolniego v € V'\ U.

7.9 Znalez¢ przyktady przeksztalcen f : V. — V pewnej przestrzeni (koniecznie nieskoriczenie wymi-
arowej) takie, ze
a) jest monomorfizmem, ale nie jest epimorfizmem,
b) jest epimorfizmem, ale nie jest monomorfizmem.

7.10 Znalzé jadro i obraz przeksztalcenia ¢ : K[z] — K[z], ¢(f) = f — f’

7.11 Niech f; : V; = V41 dlai = 0,..., n bedzie ciagiem przeksztalcen liniowych, takim, ze im f; =
ker fiy1, Vo = 01 Vyq1 = 0. Udowodnié, ze Y1 (—1)"dim V; = 0.

http://www.mimuw.edu.pl/%7Eaweber



8 Przeksztalcenia liniowe II, izomorfizmy
8.1 Okregli¢ taki izomorfizm f : K* — K®, ze f(e1 + 2e2) = ey + €.

8.2 Niech f : K? — K2, f(z1,x2) = (221 — 9, X1 + 222). Czy [ jest izomorfizmem? Jedli tak, to znalezé
przeksztalcenie odwrotne.

8.3 Oznaczmy przez M(n X n) przestrzen liniowa macierzy kwadratowych rozmiaru n. (Jaki jest jej
wymiar?). Niech
T:M(nxn)— Mnxn)
bedzie transpozycja, tzn. przeksztalceniem zadanym wzorem
T ({aijh<ji<n) ={ajihi<jj<n -
Znalez¢ jadra i obrazy przeksztalcen S = 1(Id+T)i A= %(Id -T).
8.4 Rozwazamy podprzestrzenie W, C K" dla k=1,2...n:
Wi ={x1=a2=... =2, =0}.
Opisaé wszystkie f izomorfizmy K™ takie, ze f(W}) C Wy

8.5 Udowodnié¢, ze jesli dimV < oo, to W1 @V ~ W & V wtedy i tylko wtedy gdy W7 ~ W,. Podaé
kontrprzyktad, gdy dim V' = oo.

8.6 Dane dwie podprzestrzenie W1, Wy C V. Zalézmy, ze dim W7 = dim Ws. Czy zawsze istnieje taki
izomorfizm f przestrzeni V, ze f(W7) = Wy?

8.7 Niech V bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa, a J : V — V przeksztalceniem, takim, ze J? =
—Idy. Wprowadzi¢ w V strukture przestrzeni liniowej nad C, tak, ze mnozenie przez i € C jest przek-
sztalceniem J. Wywnioskowaé, ze jesli dimp V' < 0o, to dimp V' jest parzysty.

8.8 Dane przeksztalcenia f: V - Wig: W — V. Zalézmy, ze fog = Idy. Czy f jest izomorfizmem?
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9 Macierze
Oznaczenie: M (m x n;K) oznacza zbiér macierzy wymiaru m X n o wyrazach z K.
9.1 ZnaleZé macierz Y € M (3 x 3;K) taka, ze

2 0 2
ol+vy-lo 4 0o (16“ 4 /)
1 20 0 1/4 0 1/4

a t 0
9.2 Dlaa,t € K, n € Nobliczy¢ | 0 a ¢
0 0 a

9.3 Znalezé X € M (2 x 2;K) spehiajace réwnanie

a)X2(§ i) b))(?(a1 Z)

9.4 Udowodni¢ ze dla A € M (n x n;K), n € N zachodzi wzor
n __ - n k
(A+1) _Z<k>,4 .
k=0
Czy analogiczny wzoér zachodzi dla (A + B)™?

9.5 a) Znalez¢ wszystkie macierze X € M (3 x 3;K) speliajace réwnanie
2 0 0 2 0 0
X-10 2 0]=10 2 0]-X.
0 0 1 0 0 1
b) ZnaleZ¢ macierze przemienne ze wszystkimi macierzami wymiaru 3 x 3.

9.6 Niech T bedzie zbiorem macierzy diagonalnych 2 x 2 postaci A = (8 2) dla pewnych elementéw

a,b € K. ZnaleZé wszystkie macierze odwracalne X € M (2 x 2;K) speliajace warunek:
X-A-X"!eT dla wszystkich A € T.

Macierz zamiany wspélrzednych od bazy A do bazy B przestrzeni V: macierz identycznosci
V w bazach A i B (wektory A wyrazamy jako kombinaje liniowe wektoréw B i otrzymane wspdlrzedne
ustawiamy w kolumnach,).

9.7 Niech a; = (1,2), ag = (4,1). Znalezé macierz przejécia z bazy ajq,as do bazy standardowej i ze
standardowej do a1, as. Niech f; = (1,1,1), 82 = (2,1,3), B3 = (1,0,5). ZnaleZz¢ macierz przeksztalcenia
¢:R* 5 R? ¢(z,y,2) = (x+ 2y,y + 32) w bazach §; i ;. (Oznaczamy ja, M¢P.)

9.8 To samo dla oy = (1,1,1), as = (1,2,3), a1 = (1,4,9); B1 = (1,2), B2 = (3,1) ¢ : R* = R,
o(x,y) = (x +y, 2 —y,x +2y)

9.9 Pokazaé. ze transpozycja iloczynu jest réwna iloczynowi transpozycji w odwrotnej kolejnosci.
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10 Przeksztalcenia liniowe, zadania banalne

10.1 Niech o = (1,1,1), y = (1,1,0), a; = (1,0,0). Przeksztalcenie ¢ jest zadane przez macierz w
bazie {ai}i:1’2’3:

1 2 3
M(g)a=(3 3 3
4 5 6
Zmalez¢ obraz i jadro ¢.
10.2 Wskaza¢ przeksztalcenia ¢, v : R? — R? takie, ze ¢1) # 0, ale 1¢ = 0.
10.3 Wskaza¢ izomorfizm ¢ : R — R3 spelniajacy dwa warunki:
L4 ¢(0,2,1)G{x+y+z:0,wfy+22:0},
o ¢(1,2,2) € {x —y+2z=0}
10.4 Wskaza¢ przeksztalcenie ¢ : R — R3 spelniajace 3 warunki
1) lin{(-1,2,1)} = ker ¢,
2) (1,1,2) € im¢
3) ¢3 =0.
10.5 Wskaza¢ przeksztalcenie ¢ : R® — R? spetniajace 3 warunki
1) (-1,2,1) € ker ¢,
2) lin{(1,1,2)} =im ¢
3) ¢ = 0.

10.6 Wykazaé, ze przeksztalcenie ¢ spelniajace powyzsze warunki musi ponadto spelniaé: ¢? = 0 oraz
dim(ker(¢)) = 2.

10.7 Wkazaé, ze jesli przeksztalcenie ¢ : R? — R? spetnia ¢? = —Id, to w pewnej bazie ma macierz
()

10.8 Znalez¢ wszystkie przeksztalcenie ¢ : R — R? spelniajace ¢* = Id oraz ¢(1,2) = (1,1).

10.9 Znalez¢ wszystkie przeksztalcenie ¢ : R? — R? spehiajace ¢° = Id oraz #(1,2) = (1,1).

10.10 Niech ¢ : R? — R? spebnia warunki: ¢ = Id, ¢(v) = v dla pewnego v # 0. Udowodnié, ze
¢ = Id. Czy to samo jest prawda, jesli zastapi¢ R przez C?7

10.11 Niech ¢ : V — V bedzie przeksztalceniem liniowym. Udowodnié, ze jesli ¢? = ¢, to (Id — ¢)? =
Id — o.

10.12 Niech ¢ : V — V bedzie przeksztalceniem liniowym. Udowodnié, ze jedli ¢ = ¢, to Plime =
Id)jim -

10.13 Niech ¢ : V — V bedzie przeksztalceniem liniowym. Udowodnié, ze jesli ¢ = ¢, to V =
ker ¢ @ im ¢. Ponadto ¢ jest rzutowaniem na im ¢. Znalez¢é wzor rzutowania na ker ¢.

10.14 Niech S : V — V bedzie przeksztalceniem liniowym. Zatézmy, ze S? = Id. Zdefiniujmy
Vi={veV:Sv=uv}, Vo={veV:Sv=—v}.

Przyjmijmy ¢ = 1 (S+Id). Udowodni¢, ze ¢ jest rzutowaniem na podprzestrzeri Vy wzdtuz V_. Zdefiniowaé
rzut na V_ za pomoca S.
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11 Rzad macierzy. Tw. Kroneckera-Capellego

11.1 Znalez¢é rzedy macierzy

1 3 0 2 3 4 5 6 7
4 5 7 8 7 6 5 4 3

N @ DIl 12 13 14 15 16 17 -
2 4 2 18 17 16 15 14 13

11.2 W zalezno$ci od parametru znalezé rzad macierzy

1 p 1 D 1 1
a) 3 0 2 (p=0,2=2) b) 2 2 p—1 (2)
p —p 1 p+2 3 p

1—p 2 1 P
C) 1 2—p 1 0 (p=0=2)

1 2 1—p p

11.3 Ocenié ile rozwiagzan maja uklady rownan

T y + 2z + t =1
a) 3r + vy + =z — t = 2 (dim=2)
S5z y + 5z + t = 4
y + z + 3t = 0
2c + y — z — 3t = 2
b) r — 2y 4+ z + 2t = -1 @
2c + 3y + z + 3t = 1

11.4 Oceni¢ ile rozwiazan maja uklady réwnan w zaleznosci od parametru

2p+1lx + (p—3)y = p+1 )

a) {((73_’_2)):r _ ( Qy) _ 2]) (-4 =0, 1= dim=1)
z + py + =z = 1

b) 2 + y 4+ z = p (p=1=0, p=2=dim=1)
¢ + y + pz =9

11.5 Dane sa 4 punkty na plaszczyznie (a4, b;) dlai = 1,2, 3, 4. Jakie warunki musza spelia¢ wspétrzedne
aby przez te punkty przechodzil okrag.

11.6 To samo zadania dla 5 punktéw w R? i sfery?

11.7 Dany jest uklad réwnan zadany przez macierz (aq, aa,

.o ap|B), gdzie «;, B sa kolumnami. Niech
L1, T2, -

., T, bedzie rozwiazaniem. Znalezé¢ rozwiazanie ukladu zadanego przez macierz:
a) (a1 + aqy, ag, ..., a,|B) dla pewngo a i i,
) (a1, 9, ... 604, ...,0,|0) dla pewngo a # 01 i,
c) (a1, aa,...,aylaf) dla pewngo a # 0,
d) (a1, s, ..., 0,8+ acy;) dla pewngo a i i.

o

11.8 Niech f : V — W bedzie przeksztalceniem liniowym oraz niech dim W < dimV. Wykazaé, ze
istnieje przeksztalcenie liniowe g : W — V takie, ze go f = 0 oraz

dim Im(f) + dim Im(g) = dim W .
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12 Endomorfizmy
Wyznaczniki, macierze odwrotne, diagonalizacja, posta¢ Jordana

12.1 Znalez¢ wyznaczniki macierzy - zadania z
a) Jurlewicz-Skoczylas [JuSk]: 3.9, 3.12, 3.14, str. 80-81;
b) Proskuriakow [Pro]: 279, 280,283, 284, 297, 312, 313, 318, 319, 321, 323, str. 35-41.

12.2 Wykazaé, ze det (A B

0 C) =det A-detC.

12.3 Tw. Kroneckera-Capellego: [JuSk], przyklad 4.11 str. 91 i zad. 4.11 str. 108.

12.4 Zanajac macierze A~! i C~! znale7é macierz odwrotnaa do macierzy blokowej (gl g)
12.5 Ciag Fibonacciego: Fy =0, I} =1, F,11 = F,, + F,—1. Podaé wzér na F,.

12.6 Niech ¢ : V' — V bedzie endomorfizmem liniowych przestrzeni rzeczywistych. Wykazaé, ze jesli
) € C jest wartoéia wlasna, to A tez jest wartoscia wlasa i dim V) = dim Vx.

12.7 Zdiagonalizowaé¢ macierz (Z _ab> dla a,b € R.

12.8 Wykazaé, ze macierz <Z’

2) dla a, b, c € R diagonalizuje sie.

12.9 Skonstruowaé przeksztalcenie liniowe ¢ : C — Moo (R) takie, ze

P(2122) = ¢(21) - P(22).
12.10 Opisa¢ wszystkie klasy sprzezonosci rzeczywistych macierzy 2 x 2.
12.11 Czy macierze sa podobne? Kozniewski [Koz] Zad 1, str 97.
12.12 Znalez¢ baze Jordana dla macierzy [Pro] 1530-1534, str. 200, [Koz] Zad 2, str 97.
12.13 Podnoszenie do wysokiej potegi: [Koz] Zad. 4 (A; i A3).

12.14 Wykazaé, ze jesli ¢ : V. — V jest przeksztalceniem liniowym takim, ze ¢" = id to ¢ jest diago-
nalizowalne.

12.15 Niech ¢ : V. — V bedzie endomorfizmem przestrzeni n-wymiarowej o wartosciach wtasnych
A1, A2, ..., A. Dla dla kazdego i € {1,...,k} oraz j € N niech a;; = r2((¢ — \;Id)?). Niech b; ; oz-
nacza ilo$¢ klatek wymiaru j z wartoscia wlasna A; wystepujacych w postaci Jordana przeksztalcenia ¢.
Wyrazi¢ b; ; za pomoca a; ;.

12.16 Znalez¢ baze Jordana dla przeksztalcenia zadanego przez macierz

01 1 1 11 1 1 000 1 0
0 0 1 1 0 2 2 2 o0 -1~
a) b) ¢c)lo 10 0o o
00 0 1 00 0 2 000 0 o0
00 0 1 00 00 000 1 o0
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13 Przestrzen sprzezona

13.1 Niech f(z,y,2) = 2z + y — 32z bedzie funkcjonalem na R3. Zanalezé wspohrzedne f
a) w bazie sprzezonej do standardowej,
b) w bazie sprzezonej do (3,0,0), (0,5,0), (0,0,7),
¢) w bazie sprzezonej do (2,0,0), (1,2,0), (0,1,2).

13.2 Niech f,g : C* — C beda funkcjonatami zadanymi wzorami f(z,y) = = + iy, g(z,y) = © — iy.
Wykazaé, ze {f, g} stanowia baze (C?)*. Znalezé taka baze a1, a0 € C?, ze {f, g} jest baza sprzezona do
{0[1, OéQ}.

13.3 Znalezé taka baze {a;}i—1.23 C K® by standardowy wektor sprezony €} byl réwny o — 5a3.

13.4 Niech V C R* bedzie przestrzenia rozpieta przez wektory (1,2,0,—3), (—2,3,2,—-3) i (—3,1,2,0).
Przez Anh(V) = {f € RY*: Yo eV f(v) = 0} oznaczamy przestrzen funkcjonalow znikajacych na V'
(tzw. anihilator). Opisa¢ Anh(V) réwnaniami. Podaé jego baze.

13.5 Niech V C R* bedzie przestrzenia opisana przez réwnanie z; = zy = x3 = x4. Opisaé Anh(V)
rownaniami. Podaé jego baze.

13.6 Niech f : R® — R bedzie funkcjonatem liniowym f = del — 3e5 + €5 w bazie sprzezonej do bazy
standardowe;j.
a) Napisaé¢ wzér na f.
b) Znalezé wspdlrzedne tego funkcjonalu w bazie sprzezonej do aq = (2,1,1), as = (1,2,3), oy =
(0,1,1).

13.7 Niech V bedzie przestrzenia wielomianéw zespolonch stopnia nie wiekszego od 3. Definiujemy
funkcjonaly ®; € V* dlai=0,1,2,3 _
®i(f) =101

(i-ta pochodna). Znalez¢ taka baze {a;}i=o,....3 C V, ze ®; jest baza sprzezona, tzn of = ;.

.....

13.8 Niech n € N. Badamy funkcjonaty liniowe z przestrzeni macierzy ¢ : M, «,(R) — R. Opisaé
wszystkie funkcjonaly speliajace tozsamos$é ¢(AB) = ¢(BA) dla dowolnych macierzy A, B € M, xn(R).

13.9 Podaé przyklad bazy R® taki, ze e} = 2at + o oraz €5 = o + ab.
13.10 Niech ®;C? — C* bedzie dane wzorem
O(x,y,2) = (x+2y, 24+ 3y +2z,y+ 2z, +y — 22).
Znalezé obraz i jadro przeksztalcenia sprezonego ®*; (C*)* — (C*)* (przypomnienie: ®*(f) = f o ® dla
feh).
13.11 To samo dla ® : R? — R®, ®(z,y) = (z + 2y, 3z + 6y, 2z + 4y).

13.12 Wykazaé, ze funkcjonaly maja takie same jadra wtedy i tylko wtedy gdy sa proporcjonalne.

13.13 Niech dimV = n oraz niech fi, fa,... fn, € V*. Wykaza¢ ze f1, f2,... fn sa liniowo niezalezne
wtedi i tylko wtedy gdy N, ker(f;) = {0}.

13.14 Niech LC V, ®: V — W. Wykazaé, ze

L C ker ® < im ®* C Anh(L).
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14 Przestrzenie afiniczne

14.1 Znalezé srodek ciezkosci uktadu punktéw
a) [1,0,0], [0,2,1], [1,0,1], [1,—-1,1] o wagach 1, 1, 2, 2
b) [1,0], [0,1], [-1,—1], [1,1] o wagach —3, —3, =3, 10

2

14.2 Czy [0,0,0] jest $rodkiem ciezkodci ukladu punktéw [1,0,0], [0,1,0], [0,0,1], [1,1,1] € K" dla
dowolnego ciala?

14.3 Niech E bedzie przestrzenia afiniczna, a A C E jej podzbiorem. Zalézmy, ze dla dowolnej pary
punktéw p, g € A prosta af(p,q) C A. Czy A jest podprzestrzenia afiniczna?

14.4 Méwimy, ze p,q,r,s € E jest réwoneleglobokiem gdy w(p,q) = —w(r,s). Udowodnié, ze jesli
char(K) # 2, to %p + %r = %q + %s

14.5 Twierdzenie Menelausa. Niech py,ps, ps € E oraz

@ =a1p2 + (1 —a1)ps g2 = asps + (1 —az)p1 g3 = aspr + (1 — az)p2

dla aq, a9, a3 € K. Udowodnié, ze g1, g2, g3 sa wspoliniowe wtedy i tylko wtedy gdy a1asas = (a1 —1)(azs —
1)(&3 — 1).

14.6 Znalez¢ wspétrzedne barycentryczne punktu [1,1, 1] w bazie
a) [0,0,0], [1,0,0], [0,1,0], [0,0,1];
b) [~1,—1,—1], [2,0,0], [0,2,0], [0,0,2];
¢) [13,4,3], [1,1,1], [12,7,3], [31,2, —1].

14.7 Czy punkty sa w polozeniu szczegdlnym
a) [1,1,1], [1,0,0], [0,1,0], [0,0,1];
b) [0,0,0], [1,0,0], [0,1,0], [0,0,1], [1,1,1];
c) [1,2,1], [3,0,1], [2,2,0]?
Jedli tak, to znlezé maksymalne poduktady punktéw w polozeniu ogdlnym.

14.8 Znalez¢ baze punktows podprzestrzeni K® opisanej réwnaniem zq + 2z5 + 43 = 4.

14.9 Znalez¢ baze punktowa af(L; U Ly) € K*, gdzie Ly = {[4,1,0] + £(2,3,—1) : t € K}, Ly =
{[27 727 1} + t(laoa 1)}

14.10 Znalezé w K plaszezyzne réwnolegly do P = {x+2y+z = 6} i przechodzaca przez punkt [1, 2, 3].

14.11 Opisaé plaszczyzne réwnolegla do prostych {[10,—2,13] +¢(1,0,1)}, {[3,32,1] +¢(0,1,0)} i prze-
chodzaca przez punkt [2,/7, 7).

14.12 Opisa¢ plaszczyzne przechodzacs przez punkt [1,1,1] i
a) zawierajaca prosta {[1,0,0] + ¢(1,—1,1)},
b) styczna do prostej {[1,0,0] + ¢(1,—1,1)} i zawierajaca punkt [0, 1,0].

14.13 Opisaé réwnaniem plaszczyzne zawierajaca P N @ i punkt p.
a) P={z=y+1}, Q={y=2+1}, p=[1,1,1]
b) P={o+2y—2=3}, Q= {3r—y+2: =2}, p=[2,1,3].

14.14 Dana jest przestrzen afiniczna wymiaru n, jej baza punktowa oraz n 4+ 1 punktéow ¢;. Niech
a;0,---,0in beda wspélrzednymi barycentrycznymi punktu ¢;. Wykazaé, ze det(a; ;) = 0 wtedy i tylko
wtedy gdy punkty sa w polozeniu szczegdlnym.

14.15 W K® dane sa dwie plaszczyzny i punkt (dane z proskuriakowa str 141, 6.1.20b). Znalezé prosta

przechodzaca przez ten punkt i przecinajaca obie plaszczyzny. Znalezé punkty przecigcial

Odp: LN Py = [1,-3,-2,2,0], LN Py = [3,3,0,6, 5].
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15 Przeksztalcenia afiniczne

15.1 Czy istnieje takie przeksztalcenie afiniczne ¢ : K> — K®, ze ¢([0,0,0]) = ¢([0,0,1]) oraz ¢(L) = K,
gdzie K = {[0,1,0] + £(1,0,0) : t € K} i L = {[0,0,1] + £(1,0,0) : t € K}?

15.2 Podac wzér przeksztalcenia R® — R? zadanego na bazie punktowej dane z Kostrykina str 142, zad

6,3,1 a,d

Niech F : R* — R? bedzie przeksztalceniem afinicznym takim, ze F(p;) = ¢;, gdzie po = [2,1], p1 =
[1,2], p2 = [1,1]

a) do = [171]a q1 = [172}7 q2 = [071]

b) g =[4,1], 1 = [3,3], ¢2 = [2,1]

¢) qo = [31 1]7 q1 = [372]a a2 = [21 1]

Znalez¢ punkty stale i proste niezmiennicze przeksztalcenia F'.

15.3 [Kostrykin] 6.1.31, 6.1.33-34 str. 142-3,
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16 Grupy przeksztalcen
16.1 Jesli przeksztalcenie liniowe K? zachowuje 3 rézne proste, to jest mnozeniem przez skalar.

16.2 Niech zbiér X bedzie zbiorem par prostych (liniowych) w K?. Grupa G = GL(2,K) dziala na X w
spos6b oczywisty. Opisaé orbity.

16.3 To samo zadanie dla X ktéry jest zbiorem tréjek prostych.
16.4 To samo zadanie dla X ktéry jest zbiorem tréjek prostych w K* oraz G = GL(3,K).

16.5 To samo zadanie dla X ktéry jest zbiorem tréjek prostych afinicznych w K? oraz G = Aff (K2)
jest grupa przeksztalcen afinicznych.

16.6 To samo zadanie dla X ktéry jest zbiorem konfiguracji typu 2 proste + punkt w K? oraz G =
ASF(K?).

16.7 To samo zadanie dla X ktéry jest zbiorem konfiguracji typu 2 proste + punkt w K* oraz G =
AFF(KE?).

16.8 Grupa G = Z/2 dziala na C? poprzez zamiane zmiennych: 7(x,y) = (y,z) dla 0 # 7 € G. Niech
F : C? = C? bedzie zadane wzorem F(x,y) = (x +y, zy). Wykazaé, ze F zadaje bijekcje pomiedzy C?/G
a C%. Czy to samo jest prawdziwe jesli zastapi¢ C przez R?

16.9 Ustalamy liczbe naturalng n. Niech G,, C GL(2,R) bedzie grupa obrotéw o katy postaci 2’“7”

Znalezé funkcje wielomianows, stala na orbitach dziatania G,,, ktéra zadaje bijekcje R? /Gn 2 RZ.

16.10 Grupa multiplikatywna K* = K\ {0} dziala na K*\ {0} przez mnozenie a - v = av. Iloraz
(K?\ {0})/K* oznaczamy przez P'. Niech L C R® bedzie prosta afiniczna. Zbiér plaszczyzn zawierajacych
L oznaczamy przez X (L). Znalezé bijekeje X (L) ~ P
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17 Formy 2-liniowe I

17.1 Wyznaczy¢ macierz formy dwuliniowej w bazie e gdy dana jest macierz w bazie standardowej
1,2,3
a) el =e1+ea, ey =e1 —eq, €5 =21 + €2 + €3.

)

Y LN ==

b) ,5, el =e; —eq, eh =e1 +2ey, e =e; + ey —e3.

3,1,4
5,1,6
1,2,2
2,5,6
2,6,9

17.2 Zapisaé forme a) z poprzedniego zadania w postaci sumy F = A 4+ S, gdzie S jest symetryczna,
forma, a A jest antysymetryczna.

17.3 Niech V bedzie przestrzenia, funkcji rézniczkowalnych na przedziale [0, 1], zerujacych sie w 0 i 1.
Niech ¢(f, g) fo x)dx. Wykazaé, ze jest to forma antysymetryczna.

17.4 Niech V = M(2 x 2;K) bedzie przestrzenia liniowa macierzy. Definiujemy symetryczna forme
2-liniowa, ¢(A, B) = —Tr(AB). Znalezé:
a)Vt={AecV:VBeV ¢4, B) =0},
b) I(V)={AeV: ¢(A,A) = 0} (wektory izotropowe),
c¢) wskazaé¢ maksymalne podprzestrzenie na ktdrych, ¢ jest dodatnio/ujemnie okreslona (dla K = R).
d) udzieli¢ odpowiedzi a) i ¢) gdy V = M (n x n; K).
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18 Iloczyny skalarne

18.1 Wybraé baze przestrzeni {z+2y+3z = 0} C R®. Niech ¢ bedzie ograniczeniem iloczynu skalarnego
do tej przestzeni. Znalezé jego macierz w wybranej bazie. Znalezé baze ortonormalna,.

18.2 Czy formy w zad 17.1 sa iloczynami skalarnymi?

18.3 Czy forma zadana przez macierz ) jest iloczynem skalarnym? Jesli nie, to zanalezé wektory

1
2 1
izotropowe, tzn takie, ze ¢(z,x) = 0.

18.4 a) Wykazaé ze forma 2-liniowa ¢(A,B) = —Tr(AB) jest iloczynem skalarnym na przestrzeni
liniowej macierzy antysymetrycznych n x n.

b) Wykazaé, ze ¢(CAC~1,CBC~1) = ¢(A, B) jesli C jest macierza odwracalng. Wskazaé wszystkie

formy kwadratowe o tej wlasnosci. Ktére z nich sa dodatnio/ujemnie okreslone na przestrzeni liniowej
macierzy antysymetrycznych/symetrycznych?

18.5 Udowodnié, ze kazdy ortogonalny uklad niezerowych wektoréw jest liniowo niezalezny.

18.6 Niech dimW < o001 U,V C W. Wykazaé
) (V5= =V,
b) (U+V)t=Utnv+
) (UNV)t=U+ 4V
d) 0+ = W oraz W+ = 0.
18.7 Zastosowaé ortogonalizacje G-S do wektoréw:
a) (1,2,2,-1), (1,1,-5,3), (3,2,8,—7);
b) (1,1,-1,-2), (5,8,—-2,-3), (3,9,3,38);
c) (2,1,3,-1), (7,4,3,-3), (1,1,-6,0), (5,7,7,8).

18.8 Znalez¢ wzér na rzut ortogonalny na o, gdzie o jest pierwszym wektorem z punktu a) 18.7.

18.9 Znalezé wzdér na symetrie prostokatna wzgledem lin{f1, 52}, gdzie 81, B2 sa dwoma pierwszymi
wektorem z punktu b) 18.7.

18.10 Niech P = {x1 4+ 2z9 — 3z3 = 6}, Q = {z1 + 22 + x3 = 3}. Znalzé réwnanie Sp(Q), gdzie Sp jest
prostokatna symetria wzgledem plaszczyzny P.
18.11 Niech L = {[0,7,1,2] + ¢(0,1,-1,0)}, K = {[1,1,1,1] + #(1,0,0,—1)}. Znalez¢ plaszczyzne
przechodzaca przez punkt [4, 1,3, 1], ktéra jest prostopadia do L i nie przecina K.
18.12 Znalezé odleglo$é punktu [1,2,2] od plaszezyzny
[-1,1,1] + lin{(1,2,2), (1,1,-5)}.
18.13 Znalez¢ odleglosé pomiedzy punktem [—1,2,0] a prosta [0,1,1] +#(1, —1,0).
18.14 Znalez¢ odleglos¢ pomiedzy prostymi
[1,0,—2] 4 ¢(0,1,1) i [1,0,1] + (1, —1,0).
18.15 Opisaé wszystkie izometrie R>:
a) liniowe;
b) afiniczne.
18.16 Formy kwadratowe: sprowadzi¢ do kanonicznej postaci forme
a) T1T2 + T123 + T23;
b) dla powyzszej formy znalezé ortogonalny (ze wzgledu na standardowy iloczyn skalarny) uktad

wspOtrzednych;
¢) [Proskuriakow] 1243-1246

18.17 Znalez¢é takie wspotrzedne Rz, ze forma :E% —2x129 + 41'% ma posta¢ —4ujus.

18.18 ZnaleZ¢ baze ortogonalng (w iloczynie standardowym) taka, ze dana forma kwadratowa ma postaé
kanoniczng: [Proskuriakow] 1248-1262

18.19 Czy formy kwadratowe sg tego samego typu [Proskuriakow] 1237-1238.
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19 Powtdrzenie
19.1 Niech L = {[1,1,1] +¢(1,0,0), t € R} oraz H = {x1 + x2 + z3 = 2}.
a) Podaé wzér na rzut ¢ ma L wzdluz H.

b) Dla jakiego a € R obraz ¢(af{[1,2,3],[4,a,1]}) jest jednym punktem.

19.2 Dany funkcjonat dwuliniowy (((z1,22), (y1,¥y2)) = 221y1 + 3T1y2 + 3T2y1 + T2y2. Czy istnieje baza
przestrzeni R? taka, ze macierz funkcjonatu ¢ jest réwna

o (1) 0 (0 %)

jest iloczynem skalarnym?

O = =
N O W

a
19.3 Dla jakich parametréow a forma dwuliniowa | 1
3

1) i {x1 + z2 + x3 = 0} sa prostopadle ze wzgledu

)?

19.5 Dany iloczyn skalarny wzorem 4z;y; + 422y2 + x3y3 oraz

19.4 Dla jakich parametréw a przestrzenie lin(3, 1

0
na forme dwuliniowa zadana przez macierz 2
1

S O =
Q= O

_ 41]2—173:2 o
L_{2$2+x3:4 M = af{[0,0,2],[1,1,0],[2,2,2]}.

Zmnalez¢ obraz prostej L przy symetrii prostokatnej wzgledem M.

19.6 W R* dana podprzestrzeri V = lin{(1,1,1,0),(0,1,1,1)}
a) Wskazaé bazy ortonormalne V i V4.
b) Niech S bedzie symetria prostokatna wzgledem V. Znalezé S(M), gdzie

. $1+.’£2:0
M_{.%'2+£L'3:0

19.7 Niech vy, vs,...v, € R*, a h bedzie odlegltodcig v, od lin{vi,va,...vp—1}. Udowodnié wzdér na

wyznaczniki Gramma:
2
G(v1,v9,...0,) = h*°G(v1,v9,...Vp_1).

19.8 Niech V bedzie przestrzenia euklidesowa wymiaru n. Niech S bedzie sympleksem o wierzchotkach
Do, P1, - - - Pn takich, ze |p; —p;| = 1 dla i # j. Wyznaczyé dlugosé wysokosci sympleksu h,,. Obliczyé
lim,, o0 A

19.9 Obliczyé kat, jaki tworza plaszczyzny w R® o réwnaniu o1 + x5 = 41 21 + 3 = 17.

19.10 Wyznaczy¢ odleglosé punktu p = [1,1,...1] € R'® od plaszezyzny rozpietej na trzech punktach
[1,0,0,0...0], [1,1,0,0...0], [1,1,1,0,...0].

19.11 Udowodnié, ze dla wektoréw w R® zachodzi (o x B,7) = (8 x v,a).

19.12 Udowodnié, ze
a) ax f Laorazax f L,
b) |a x §| jest réwne polu réwnolegloboku rozpietego przez a i 8,
¢) Uklad wektoréw «, 8, x 8 jest baza dodatnio zorientowana,
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20 Orientacja, izometrie

20.1 Niech o € ¥, bedzie permutacja zbioru n-elementowego. Wykazaé, ze przeksztalcenie zadane
wzorem f(z1,2a,...2,) = (To(1), Ta(2)s - - - To(n)) zachowuje orientacje wtedy i tylko wtedy gdy permutacja
jest parzysta.

20.2 Niech ¢; : R® — R" bedzie rodzina izomorfizméw liniowych, ktéra w sposéb ciagly zalezy od
parametru t € [0,1]. Wykazaé, ze ¢y zachowuje orientacje wtedy i tylko wtedy gdy ¢ zachowuje orientacje.

20.3 Wykazaé, ze jesli izomorfizm liniowy ¢ zachowuje orientacje, to mozna znalezé ciagly rodzine
izomorfizméw ¢, t € [0, 1], taka ze ¢ = ¢ i ¢p = Id.

20.4 Zbadaé czy przeksztalcenie jest izometria: f(z1,22,23) = (1 — 22 + 2,21 + 22 — 2,23 + 5). Czy
zachowuje orientacje? Jakie ma punkty stale? Jakie ma proste niezmiennicze? Jakie ma plaszczyzny
niezmiennicze?

20.5 Znalezé wzor analityczny na obrét R? o 5 wokét osi lin(1,1,1).
20.6 Opisa¢ (w wybranej przez siebie bazie) obrét wokdl osi lin(1,1,2) o kat 7.
20.7 Opisaé wszystkie izometrie R® (liniowe i afiniczne).

20.8 Opisaé czym jest ponizsze przeksztalcenie liniowe (obrét? symetria? a moze co$ innego?) [Proskuri-
akow str. 204, 1571-1573)

20.9 Opisaé czym jest ponizsze przeksztalcenie afiniczne (obrét? symetria z poslizgiem? a moze cos
innego?) [Kostrykin str. 151, Zad 6.3.23-26)

20.10 Niech ¢ i 9 beda izometriami. Wykazaé, ze ker(¢ — ¢) L ker(¢ + ).
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21 Kwadryki, przeksztalcenia samosprzezone

21.1 Opisa¢ typ kwadryki i znalezé jej srodek
:E% — 21‘% + :v§ + 6xox3 —4r123 — 81 =0

: 5 . 2 .
(w1 — 203 — )2 =22y — S25 — $)2+ S (23 — %)2 =122, &r. [4%,3,

3 ]

=

21.2 Zadania o kwadrykach: znajdowanie typu, $rodka i osi [Kostrykin str. 155-156]
21.3 Znalezé oé symetrii paraboli 22 + 4xy + 4y? + 8z +y = 8.

21.4 Udowodnié, ze $rodek symetrii kwadryki w R™ opisanej réwnaniem Q(z) = 0 mozna znalezé

rozwiazujac uktad réwnan g—g =0,i=1,...n.

21.5 Dany jest stozek z2 + y? = 22. Opisaé¢ wszystkie mozliwe przekroje stozka z ptaszczyzna.
21.6 Znalez¢ rodziny prostych pokrywajace powierzchnie
a) hiperboloida jednopowlokowa 2?2 + 3% — 22 = 1,

b) paraboloida hiperboloczna x? — y? = 2z.

21.7 Znalezé osie kwadryki 4z1wo + 323 + 323 + 4v1w3 — 22073 = 1.

w.wlasne 4,4,-2

21.8 Wyznaczy¢ wartosci wlasne i wektory wlasne przeksztalcen samosprzezonych [Kostrykin str. 128,
4.3.4].

21.9 Opisaé¢ kwadryki (podaé typ i znalezé ich osie) opisane réwnaniem (¢(z),z) = 1, gdzie ¢ jest
przeksztalceniem z powyzszego zadania.

21.10 Wykazaé, ze funkcje %, cos z, sin x, cos 2z, sin 2z, . . . stanowia uklad ortonormalny wektoréw wiasnych

samosprzezonego operatora % w przestrzeni funkcji z iloczynem skalarnym (f, g) = ffﬂ f(@)g(x)dx

21.11 Udowodnié, ze jesli ¢ i ¢ sa przeksztalceniami samosprzezonymi oraz sa ze soba przemienne, to
¢ tez jest samosprzezone. Podaé kontrprzyktad na to, ze przemienno$é jest konieczna.

21.12 Niech ¢ bedize przeksztalceniem samosprzezonym. Wykazaé, ze ker ¢ L im ¢ oraz ker ¢ i im ¢
rozpinaja, cala przestrzen (ortogonalna suma prosta).
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22 Nowe zadania

22.1 Niech (—, —) bedzie forma kwadratowsa zdefiniowana na przestrzeni macierzy nxm formuts (4, B) =
Tr(A- BT). Wykazaé, ze to jest iloczyn skalarny.

22.2 W powyzszym iloczynie skalarnym dla n = m znalezé wzdr na rzut prostopadly na przestrzen
macierzy symetrycznych.

22.3 Niech beda dane dwie przestrzenie V i W z iloczynami skalarnymi. W przestrzeni przeksztalcen
liniowych L(V, W) wprowadzamy forme 2-liniowa wzorem ©(¢,v) = tr(¢ o v*). Wykazaé, ze © jest
iloczynem skalarnym.

22.4 Niech O bedzie jak wyzej. Oraz niech A i B beda izometriami przestrzeni V i W odpowiednio.
Niech o : L(V,W) — L(V,W) bedzie przeksztalceniem danym wzorem a(¢) = BpA~1. Wykazaé, ze a
jest izometria.

22.5 To samo polecenie, ale nie zakladamy, ze formy 2-liniowe na V i W sa iloczynami skalarnymi
tylko, Ze sa niezdegenerowane i symetryczne. Pytamy, czy O jest niezdegenerowane i symetryczne i czy o
zachowuje ©.

22.6 Udowodni¢ formule na rzut na (lina)*t w R
m(b) = b x (a x b)/[b|*.
22.7 Udowodnié¢ formuly w R®:
- (axb)? + (a-b)* = |af*[b]?
-(a+b) [(a+c)xb=—a-(bxc)
-(a+2b—c¢)-[(a—b)x(a—b—c)]=3a-(bxc)
-(axb)x(ecxd)=[(axc)-db—[bxc)-da
—ax(bxe)—(axb)xe=(b-c)a—(a-b)c
22.8 Zadania o kwadrykach: [Kostrykin] str 155, zad 6.4.20 i dalej.
Przeksztalcenia rzutowe K.
22.9 Niech f(x,y) = (1/,y/x). Znalezé przeciwobraz okregu 2% + y? = 1.
22.10 Niech f(z,y) = (z/(z — 1),y/(x — 1)). Znalezé przeciwobraz okregu 2% + 32 = 1.

22.11 Niech A bedzie odwracalna macierza wymiaru n + 1. Okredlamy przeksztalcenie K™ wzorem
fal@y, ... z0) = (W1/Y0s - Yn/Y0), gdzie ¥y = (Yo, Y1, .- Yn)t = A(1,21,...2,)T. Wykazaé, ze (fa)~' =
fa-1.

22.12 Wykazaé, ze fa przeprowadza kwadryki w K" na kwadryki.

22.13 Znalez¢ przeksztalcenie rzutowe R? przeprowadzajace hiperbole na parabole.

22.14 Znalezé przeksztalcenie rzutowe R2 przeprowadzajace dwie przecinajace sie proste na proste
rownolegle.

22.15 Czy istnieje przeksztalcenie rzutowe R3 przeprowadzajace sfere na paraboloide hiperboliczng
(tzn. siodlo).

http://www.mimuw.edu.pl/%7Eaweber



