
Zadania z funkcji analitycznych 2015

1 Za lóżmy, że ad − bc ̸= 0. Udowodnić, że funkcja h : {z ∈ C | cz + d ̸= 0} → C zadana formu la
h(z) = az+b

cz+d przed luża sie do homeomorfizmu C → C.

2 Wykazać, że homografie przekszta lcaja
↪
okre

↪
gi (lub proste) na okre

↪
gi (lub proste).

3 Dana dwie niezerowe liczby a ̸= b ∈ C. Niech O1 be
↪
dzie okre

↪
giem zawieraja

↪
cym a, b i 0. Niech O2

be
↪
dzie okre

↪
giem zawieraja

↪
cym a i b oraz prostopad lym do O1. Niech O3 be

↪
dzie okre

↪
giem prostopad lym

do O1 i O2 oraz przechodza
↪
cym przez 0. Udowodnić, że O1 ∩O3 = {0, c}, gdzie c jest średnia

↪
harmon-

iczna
↪
a i b.

4 Niech A be
↪
dzie okre

↪
giem lub prosta

↪
oraz niech B be

↪
dzie okre

↪
giem lub prosta

↪
. Udowodnić, że

istnieje homografia przekszta lcaja
↪
ca A na B.

5 Udowodnić, że homografia zadana przez macierz o wyrazach rzeczywistych zachowuje

H+ = {z ∈ C | im(z) > 0} .

6 Pokazać, że homografia h(z) = z−i
z+i przeprowadza H+ na dysk jednostkowy D. Opisać obrazy

prostych re z = const, im z = const oraz okre
↪
gów |z| = const.

7 Pokazać, że homografia h(z) = − z+1
z−1 przekszta lca D∩H+ na {z ∈ C : im z > 0, re z > 0} i opisać

obrazy prostych przechodza
↪
cych przez zero i okre

↪
gów o środku w zerze.

8 Pisemnie. Niech

F = {z ∈ C : |re z| ≤ 1

2
, |z| ≥ 1, Im(z) > 0} .

Wykazać, że

H+ =
⋃

A∈SL2(Z)

hA(F ) ,

gdzie hA jest homografia
↪
zadana

↪
przez macierz A.

9 Niech z1, z2, z3, z4 ∈ C. Definiujemy dwustosunek czwórki punktów jako

d(z1, z2, z3, z4) =
(z3 − z1)(z4 − z2)

(z3 − z2)(z4 − z1)
.

Wykazać, że homografie zachowuja
↪
dwustosunek.
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10 Dane dwie czwórki parami różnych punktów z1, z2, z3, z4 ∈ C i z′1, z
′
2, z

′
3, z

′
4 ∈ C. Wykazać, że

jeśli d(z1, z2, z3, z4) = d(z′1, z
′
2, z

′
3, z

′
4) to istnieje homografia przekszta lcaja

↪
ca jedna

↪
czwórke

↪
na druga

↪
.

11 Niech f(z) =
∑m

k=0 akz
k be

↪
dzie wielomianem, który spe lnia sup|z|=1|f(z)| = M . Udowodnić, że∑m

k=0 |ak|2 ≤ 2πM2. Wywnioskować sta
↪
d, że jeśli wielomiany fn da

↪
ża do 0 na S1 w normie supremum,

to sumy kwadratów modu lów ich wspó lczynników da
↪
ża

↪
do 0.

12 Udowodnić, że nie istnieje cia
↪
g wielomianów da

↪
ża

↪
cych w normie supremum na S1 do funkcji

z 7→ z.

na wtorek 17 marca

13 W których punktach funkcja f(x, y) = x ey + iy ex ma pochodna
↪
zespolona

↪
?

14 Niech x i y be
↪
da

↪
wspó lre

↪
dnymi w R2. Formalnie x, y ∈ (R2)∗. Baza

↪
przestrzeni (R2)∗ ⊗C ≃ C2 sa

↪

funkcjona ly dz := dx + i dy oraz dz := dx− i dy. Znaleźc baze
↪
sprze

↪
żona

↪
przestrzeni (R2) ⊗ C ≃ C2.

15 Niech J =

(
0 −1
1 0

)
. Prrzekszta lcenie rzeczywistych 2 × 2 macierzy A 7→ JAJ−1 jest inwolucja

↪

i zadaje rozk lad na przestrzenie w lasne M2×2(R) = V1 ⊕ V−1. Dana funkcja f = (u, v) : R2 → R2.
Zapisać macierz pochodnych cza

↪
stkowych jako sume

↪
macierzy niezmienniczych i antyniezmienniczych.

Porównać ten rozk lad z rozk ladem różniczki na ∂f
∂z i ∂f

∂z reprezentowanych jako macierze (korzystaja
↪
c z

utożsamienia C z macierzami rzeczywistymi 2 × 2 postaci

(
a −b
b a

)
).

16 Dana funkcja holomorficzna f : U → C. Niech g = |f |2 : U → R. Wykazać ∂2g
∂x2 + ∂2g

∂y2
= 4|f ′|2

17 Pokazać, że jeśli f = u + iv jest różniczkowalna, to u i v sa
↪
harmoniczne, tzn ∂2u

∂x2 + ∂2u
∂y2

= 0 oraz
∂2v
∂x2 + ∂2v

∂y2
= 0. Mówimy, że u i v sa

↪
funkcjami harmonicznymi sprze

↪
żonymi.

18 Maja
↪
c dana

↪
funkcje

↪
u(x, y) znaleźć wszystkie funkcje harmoniczne do niej sprze

↪
żone oraz odpowied-

nie funkcje holomorficzne. (a) xy, (b) x2 − y2 + xy, (c) y
x2+y2

, (d) log |z|.

19 Pokazać, że warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by funkcja u(x, y) harmoniczna w
obszarze U mia la harmoniczna

↪
sprze

↪
żona

↪
, jest istnienie w obszarze U funkcji pierwotnej do funkcji

f(z) = ux − iuy.

na wtorek 24 marca

20 Niech f be
↪
dzie funkcja

↪
holomorficzna

↪
na otwartym zbiorze. Wykazać:

a) Jeśli f(U) ⊂ R, to f = const
b) Jeśli f jest holomorficzna, to f = const

21 Niech sin(z) oraz cos(z) : C → C be
↪
da

↪
funkcjami zadanymi znanymi szeregami pote

↪
gowymi.

Udowodnić sin(z) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy z = kπ, cos(z) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy z = (k+ 1
2)π.

Ponadto obraz zbioru −π ≤ re(z) ≤ π jest ca la
↪
p laszczyszna

↪
zespolona

↪
.

22 Niech f, g : U → R, U ⊂ R2 be
↪
da

↪
funkcja mi spe lniaja

↪
cymi fy = gx. Wykazać, że funkcja

określona wzorem F (x, y) =
∫ 1
0 (f(tx, ty)x + g(tx, ty)y)dt spe lnia równanie Fx = f , Fy = g.

23 Wykazać, że na zbiorze wypuk lym każda funkcja harmoniczna ma sprze
↪
żona

↪
.

24 Udowodnić (tw Gauss-Lucas): Niech f be
↪
dzie wielomianem. A f ′ jego pochodna

↪
. Wtedy pier-

wiastki zespolone f ′ sa
↪
zawarte w uwypukleniu zbioru pierwiastków zespolonych f .
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25 Sprawdzić, że ϕ(r eit) = (2r cos(t)/(r2+1), 2r sin(t)/(r2+1), (r2−1)/(r2+1) zadaje homeomorfizm
R2 = C ze sfera

↪
jednostkowa

↪
S2 ⊂ R3 z usunie

↪
tym punktem (0, 0, 1). Wykazać, że przekszta lcenie to

zachowuje ka
↪
ty pomie

↪
dzy krzywymi.

26 Udowodnić, że pole trójka
↪
ta o wierzcho lkach 0, z1, z2 jest równe |Im(z1z2)|/2.

27 Każda funkcja wymierna, tzn postaci f(z)/g(z), gdzie f i g sa
↪
wielomianami, zadaje cia

↪
g la

↪
funkcje

↪

sfery Riemanna C → C. Czy exp przed luża sie
↪
do C?

na wtorek 31 marca

28 Przekszta lcić różnowartościowo i konforemnie ćwiartke
↪
{z : |z| < 1, re(z) > 0, im(z) > 0} na

dysk jednostkowy.

29 Przekszta lcić różnowartościowo i konforemnie soczewke
↪
{z : |z| < 1, |z −

√
3| > 2} na górna

↪

pó lp laszczyzne
↪
.

30 Niech Log(z) : C \ R≤0 → C be
↪
dzie ga le

↪
zia

↪
g lówna

↪
logarytmu oraz ab := exp(b Log(a)). Obliczyć

a) Log(1 + i), b) ii, c) (1 − i)3i, d) (i4)i − i4i.

31 Niech Log(z) : C \ R≤0 → C be
↪
dzie ga le

↪
zia

↪
g lówna

↪
logarytmu. Dla dowolnego r ∈ R obliczyć

granice
↪

lim
t→0+

(Log(r + it) − Log(r − it))

32 Obliczyć ca lke
↪
:

a)
∫
γ zdz, γ(t) = eit, t ∈ [0, 2π]

b)
∫
γ

dz
z , γ(t) = eit, t ∈ [0, π/2]

c)
∫
γ

dz
z , γ(t) = 1 − t + ti, t ∈ [0, 1]

33 Obliczyć

lim
t→0+

∫
[−i,i]

(
1

z − s
− 1

z + s
)ds

34 Korzystaja
↪
c z tożsamości 1

1+w = 1 − w + w2 − · · · − (−1)n−1wn−1 + (−1)n wn

1+w pokazać, że dla

z = eit, t ∈ (−π, π)

Log(1 + z) = z − z2/2 + z3/3 + · · · + Rn(z), gdzie Rn(z) = (−1)n
∫
[0,z]

wn

1 + w
dw.

Wywnioskować, że dla t ∈ (−π, π) mamy zbieżność

Log(1 + eit) = eit − e2it

2
+

e3it

3
− . . .

oraz
1

2
t = sin(t) − 1

2
sin(2t) +

1

3
sin(3t) − . . . .

35 Niech f : U → C be
↪
dzie funkcja

↪
holomorficzna

↪
. Pokazać, że dla każdej pe

↪
tli kawa lkami g ladkiej

Re

(∫
γ
f(z) f ′(z)dz

)
= 0 .

Jeśli zrobimy poprzednie zadania i zostanie czas:

36 Niech f(z) = 1
2(z+z−1). Udowodnić, że f przekszta lca różnowartościowo zbiory {z ∈ C : |z| > 1}

i {z ∈ C : 0 < |z| < 1} na C \ [−1, 1], zaś zbiór {z ∈ C : im(z) > 0} na C \ R ∪ (−1, 1) (Wskazówka:
opisać obrazy brzegów badanych zbiorów.)
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37 Zbadać, dla jakich z funkcje cos, sin, tg przyjmuja
↪
wartości czysto rzeczywiste i czysto urojone.

38 Udowodnić | sinh(im(z))| ≤ | cos(z)| ≤ | cosh(im(z))|.

39 Udowodnić | sin(z)| ≤ cosh(|z|), | cos(z)| ≤ cosh(|z|)

40 Udowodnić, że każdy dysk o promieniu π
√

2 zawiera punkt z taki, że cos(z) ∈ Z.

na 14 kwietnia

41 Pokazać, że dla |z| < 1
2 zachodza

↪
nierówności:

1

2
|z| ≤ |Log(1 + z)| ≤ 3

2
|z| .

Wskazówka: Log(1 + z) =
∫
[0,z]

1
1+wdw.

42 Znaleźć relacje
↪
pomiedzy

∫
[a,b] f(z)dz a

∫
[a,b] f(z)dz. Wykazać, że równość∫

[a,b]
f(z)dz =

∫
[a,b]

f(z)dz

zachodzi dla każdej funkcji f wtedy i tylko wtedy gdy b− a ∈ R.

43 a) Podać przyk lad funkcji holomorficznej F określonej na otoczeniu odcinka [a, b], takiej, że nie
istnieje t ∈ [0, 1] o w lasności F (b) − F (a) = F ′(ta + (1 − t)b) · (b− a).
b) Niech F be

↪
dzie funkcja

↪
holomorficzna

↪
. Udowodnić, że istnieje v ∈ conv

(
F ′(ta + (1 − t)b) | t ∈ [0, 1]

)
o w lasności F (b) − F (a) = v · (b− a).

44 Niech γ be
↪
dzie krzywa

↪
postaci γ(t) = r(t)eit, t ∈ [0, 2π], gdzie r(t) jest funkcja

↪
cia

↪
g la, dodatnia

↪
i

r(2π) = r(0). Wykazać, że krzywa γ rozcina p laszczyzne
↪

na dok ladnie dwie sk ladowe. Wsk: rozważyć
ca lka

↪

∫
γ

dz
z−a dla a ∈ C \ γ([0, 2π]).

45 Niech P i Q be
↪
da

↪
wielomianami oraz deg(P ) < deq(Q) − 1. Za lóżmy, że wszystkie pierwiastki Q

leża
↪
w obszarze ograniczonym przez zamknie

↪
ta

↪
krzywa

↪
bez samoprzecie

↪
ć γ. Obliczyć ca lke

↪

∫
γ

P (z)
Q(z)dz.

na 21 kwietnia

46 Dla |a| ̸= r ̸= |b| obliczyć
∫
∂(Dr)

(z − a)−m(z − b)−ndz, gdzie ∂(Dr) jest brzegiem dysku o środku
w 0 i promieniu r.

47 Obliczyć
∫
∂(D2)

(z2 − 1)−ndz.

48 Wykazać, że
∫
∂U zdz = 2i · pole(U)

49 Do domu pisemnie. Niech f be
↪
dzie funkcja

↪
holomorficzna

↪
określona

↪
dla z ≤ R. Wykazać, że∫

|z|≤R
f(z)dx dy = πR2f(0) .

50 Niech P i Q be
↪
da

↪
wielomianami oraz deg(P ) = deq(Q) − 1. Za lóżmy, że wszystkie pierwiastki Q

leża
↪
w obszarze ograniczonym przez zamknie

↪
ta

↪
krzywa

↪
bez samoprzecie

↪
ć γ. Obliczyć ca lke

↪

∫
γ

P (z)
Q(z)dz.

na 28 kwietnia
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51 Niech f be
↪
dzie funkcja

↪
holomorficzna

↪
określona

↪
dla z ≤ R. Przez ξn oznaczamy pierwiastek

pierwotny stopnia n z jedynki. Pokazać, że f(0) jest granica
↪

średnich arytmetycznych swoich wartości
w wierzcho lkach n-ka

↪
ta, tzn.

f(0) = lim
n→∞

∑n
k=1 f(Rξkn)

n
.

52 Rozwina
↪
ć funkcje

↪
1

1+z2
w szereg Taylora wokól punktu 1 i znaleźć promień zbieżności

53 Wykazać, że jeśli f jest holomorficzna to cia
↪
g
(
|f (n)(z0)|

n!

) 1
n

jest ograniczony.

54 Niech f : C\A → C, be
↪
dzie funkcja

↪
holomorficzna

↪
, przy czym zak ladamy, że zbiór A jest dyskretny

oraz w żadnym punkcie z A nie można określić holomorficznego przed lużenie f . Wykazać że promień
zbieżności szeregu Taylora w zerze jest równy min{|a| : a ∈ A}.

55 Dana funkcja holomorficzna f na otoczeniu dysku jednostkowego D1. Rozwinie
↪
cie f jest postaci∑∞

n=0 anz
n. Zak ladamy, że |f(z)| ≤ 1 na D1. Wykazać, że dla k ∈ N mamy∣∣∣∣∣

∞∑
n=k

anz
n

∣∣∣∣∣ ≤ |z|k

1 − |z|
dla z ∈ D1

Wsk. Skorzystać z nierówności Cauchy’ego |an| ≤
Mf (r)
rn , gdzie Mr(f) = max{|f(z)| : |z| = r}.

56 Dana funkcja holomorficzna f : C → C. Pokazać, że jeśli dla pewnych M,R > 0,

|f(z)| ≤ M |zn|

dla |z| > R, to f jest wielomianem stopnia n.

57 Niech f(z) be
↪
dzie wielomiandem stopnia n. Pokazać, że dla 0 < r < s mamy

Mf (r)

rn
≥

Mf (s)

sn
,

a równość zachodzi tylko gdy f(z) = azn dla a ̸= 0.

na 5 maja

58 Funkcja holomorficzna f jest określona w otoczeniu zera. Wykazać, że jeśli f przyjmuje wartości
rzeczywiste we wszystkich punktach postaci 1

n dla n ∈ N, to rozwiniecie f =
∑∞

n=0 anz
n ma wszystkie

wspó lczynniki rzeczywiste.

59 Niech U ⊂ C be
↪
dzie otwartym zbiorem ograniczonym oraz niech f : U → C be

↪
dzie funkcja

↪
cia

↪
g la,

holomorficzna
↪
na U . Wykazać, że jeśli modu l f jest sta ly na ∂U , to albo f jest sta la, albo f zeruje sie

↪

w pewnym punkcie z0 ∈ U .

60 Niech f be
↪
dzie funkcja

↪
holomorficzna

↪
określona

↪
na otoczeniu dysku. Za lóżmy, że f(S1) ⊂ R. Czy

f musi być sta la? (Wsk. skorzystać z zadania poprzedniego dla exp(if(z)).)

61 Niech f : C → C be
↪
dzie funkcja

↪
holomorficzna

↪
. Udowodnić, że f jest postaci g

h , gdzie g i h sa
↪

wielomianami.

62 Wykazać, że jeśli wielomian P (z) stopnia n spe lnia oszacowanie |P (z)| ≤ M na kole jednostkowym,
to poza ko lem jednostkowym spe lnia |P (z)| ≤ M |z|n.
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na 12 maja

63 PISEMNIE Niech P (z) be
↪
dzie wielomianem stopnia n. Zak ladamy, że mamy oszacowanie |P (z)| ≤

M na odcinku  la
↪
cza

↪
cym −1 i 1. Udowodnić, że |P (z)| ≤ M(a + b)n wewna

↪
trz elipsy o ogniskach −1, 1

i pó losiach a i b.
Wsk. Rozważyć przekszta lcenie z = 1

2(w + w−1). Jeśli ϕ(w) = 1
2(w + w−1), to ϕ({|z| = r}) = elipsa .

Uwaga: Stwierdzenie, że a > b sa
↪
pó losiami elipsy o ogniskach 1 i −1 implikujem, że a2−b2 = 1. Wtedy

a = 1
2(r + 1

r ), b = 1
2(r − 1

r ) dla pewnego r ∈ R.

64 Niech f be
↪
dzie funkcja

↪
holomorficzna

↪
na otoczeniu dysku domknie

↪
tego o środku w 0 i promieniu

r. Niech M = Mf (r) = sup|z|=r{|f(z)|}. Wykazać, że jeśli f(0) ̸= 0, to liczba różnych pierwiastków

funkcji f w kole {|z| ≤ 1
3r} nie przekracza ln(M/|f(0)|)

ln(2) .

– Wsk: Niech z1, z2, . . . , zn pierwiastki f , |zi| ≤ r
3 . Pokazać, że dla g(z) = f(z)/

∏
(z − zi) mamy

|g(0)||z1| . . . |zn| ≤ max|z|=r |g(z)|( r3)n.
– Zmodyfikować to zadanie, tak aby otrzymać ograniczenie na ilość zer funkcji w dysku o promieniu
r′ < r (nie koniecznie r′ = 1

3r).

65 Niech f be
↪
dzie funkcja

↪
holomorficzna

↪
na otoczeniu dysku domknie

↪
tego o środku w 0 i promieniu

R. Niech r < R. Wykazać, że

sup{|f(z) − 1

z
| : r ≤ |z| ≤ R } ≥ 1

R
.

Wywnioskować, że 1
z w pierścieniu r ≤ |z| ≤ R nie jest granica

↪
jednostajna

↪
cia

↪
gu wielomianów.

66 Niech P (z) be
↪
dzie wielomianem stopnia n. Wykazać, że poziomica |P (z)| = a nie może mieć

wie
↪
cej niż n sk ladowych. (dokończyć dla przypadku gdy pozomica nie jest g ladka

↪
krzywa

↪
korzystaja

↪
c z

faktu, że każda funkcja holomorficzna po zamianie uk ladu wspó lrze
↪
dnych jest postaci a + zn)

– Jak może wyga
↪
dać konfiguracja krzywych na p laszczyźnie opisanych równaniem |P (z)| = a? Czy jest

możliwe by jeden okra
↪
g by l wewna

↪
tz drugiego okre

↪
gu?

67 Funkcja holomorficzna f przekszta lca dysk jednostkowy D = {|z| < 1} w siebie, ponadto f(0) = 0.
Wykazać, że |f(z)| ≤ |z| i |f ′(0)| ≤ 1. Pokazać, że jeśli w pewnym punkcie z0 ̸= 0 zachodzi równość
|f(z0)| = |z0|, to f(z) jest postaci ξz gdzie |ξ| = 1.

68 Niech f : D → D be
↪
dzie funkcja

↪
holomorficzna

↪
, taka

↪
, że

– f jest bijekcja
↪
,

– 0 jest punktem sta lym f .
Wykazać, że f(z) jest postaci ξz gdzie |ξ| = 1.
na 26 maja

69 Wykazać, że jeśli funkcja holomorficzna f : D → D ma dwa punkty sta le, to f(z) = z.

70 Wykazać, że jeśli funkcja f : D → D jest holomorficzna, to mamy

|f ′(z)|
1 − |f(z)|2

≤ 1

1 − |z|2
.

Wsk. Rozpatrzeć z lożenie h ◦ f ◦ g, gdzie g(z) = z+z0
1+z0z

i h(z) = z−f(z0)

1−f(z0)z
.

71 Dana funkcja holomorficzna f : D → C spe laniaja
↪
ca f(0) = 0 i Re(f(z)) < 1. Wykazać, że

|f(z)| ≤ 2|z|
1 − |z|

.

72 Niech f : H+ → H+ be
↪
dzie funkcja

↪
holomorficzna

↪
. Wykazać, że |f ′(i)| ≤ Im(f(i)).

Wsk. Użyć homografii postaci z−a
z−ā .
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73 Opisać wszystkie holomorficzne bijekcje (tzn holomorficzne automorfizmy) otwartego dysku jed-
nostkowego.

74 Niech f : D → D be
↪
dzie funkcja

↪
holomorficzna

↪
. Udowodnić dla dowolnej pary punktów z1, z2 ∈ D∣∣∣∣∣ f(z1) − f(z2)

1 − f(z1)f(z2)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ z1 − z2
1 − z1z2

∣∣∣∣
|f ′(z1)|

1 − |f(z1)2|
≤ 1

1 − |z1|2
.

75 Opisać wszystkie holomorficzne automorfizmy H+.

76 Niech f : H+ → H+ be
↪
dzie funkcja

↪
holomorficzna

↪
. Udowodnić dla dowolnej pary punktów z1, z2 ∈

H+ ∣∣∣∣∣f(z1) − f(z2)

f(z1) − f(z2)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣z1 − z2
z1 − z2

∣∣∣∣
|f ′(z1)|

im(f(z1))
≤ 1

im(z1)
.

77 Udowodnilísmy, że
ξ(1 − s) = ξ(s) ,

gdzie

ξ(s) = π− 1
2
s Γ(

1

2
s) ζ(s) .

Obliczyć wartość
ζ(−1) = ,,1+2+3+4+5+ . . . ”.

78 Za lóżmy, że funkcja h : D → C postaci h(z) = z−1 + c1z + c2z
2 + . . . jest różnowartościowa na

dysku jednostkowym. Wykazać
∞∑
n=1

n|cn|2 < 1 .

Wsk. Wyrazić ca lke
↪

∫
|z|=r h(z)h′(z)dz poprzez wspó lczynniki cn i skorzystać z zadania 48.

79 Pokazać, że jeśli funkcja g(z) = z+ b2z
2 + b3z

3 . . . jest różnowartościowa na dysku jednostkowym,
to |b2| < 2.
Wsk: pokazać, że istnieje funkcja k(z) spe lniaja

↪
ca

↪
k(z)2 = g(z2). Zastosować poprzednie zadanie do

funkcji
1

k(z)
= z−1 − 1

2
b2z + . . . .

80 Niech f : D → C be
↪
dzie różnowartościowa

↪
funkcja

↪
. Wykazać, że f(D) zawiera dysk o środku w

f(0) i promieniu |f ′(0)|/4.

Wsk. Za lożyć f ′(0) = 1. Dla w ̸∈ f(D) rozważyć funkcje
↪
g(z) = w f(z)

w−f(z) , wykazać, że jest różnowartościowa
na dysku i skorzystać z poprzedniego zadania.

81 Rozwina
↪
ć w szereg Laurenta funkcje

↪
1

z(z−1)2
w pierścieniu 0 < |z| < 1 i w pierścieniu 1 < |z|.
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na 2 czerwca

82 Rozwina
↪
ć w szereg Laurenta funkcje

↪
1

(z−1)(z−2) w pierścieniu 1 < |z| < 2 i w pierścieniu 2 < |z|.

83 Rozwina
↪
ć w szereg Laurenta na pierścieniach wokó l zera funkcje

↪
1−z2

(1−iz)(1+iz) .

84 Na których pierścieniach wokó l zera funkcja
√

z
(z+1)(z+2) jest jednowartościowa? Tam gdzie jest

jednowartościowa rozwina
↪
ć w szereg Laurenta.

85 Jakiego typu osobliwość ma funkcja sin(1z ) w z = 0.

86 Wykazać, że ∞ dla funkcji f : C → C jest biegunem rze
↪
du n wtedy i tylko wtedy, gdy f jest

wielomianem stopnia n.

87 Niech f : C → C be
↪
dzie funkcja

↪
holomoficzna

↪
. Wykazać, że jeśli g(z) = f(1/z) ma w zerze

osobliwość pozorna
↪
lub biegun, to f jest wielomianem.

88 Wyznaczyć liczbe
↪
pierwiastków funkcji z87 + 36z57 + 71z4 + z3− z + 1 w kole a) |z| ≤ 1 b) |z| ≤ 2.

Wsk. Dany otwarty zbiór ograniczony U ⊂ C z regularnym brzegiem. Funkcja holomorficzna f i
1-parametrowa rodzina funkcji holomorficznych gt, t ∈ [0, 1] (w sposób cia

↪
g ly zależna od parametru)

sa
↪

okre lone na otoczeniu U . Przy czym g0(z) = 0. Za lóżmy, że dla każdego t oraz z ∈ ∂U mamy
|f(z)| > |gt(z)|. Wtedy ilości pierwiastków f i f + g1 w U sa

↪
równe.

na 9 czerwca, PISEMNIE 89, 90c

89 (PIS) Jaka jest liczba pierwiasktów f(z) = 2z5 − 6z2 + z + 1 w pierścieniu 1 ≤ |z| ≤ 2

90 Ile jest pierwiastków w pó lp laszczyźnie Re(z) > 0 funkcji :
a) z4 + 8z3 + 3z2 + 8z + 3
b) z5 − z + 16
c) (PIS) z5 − z3 + 8z2 − 4z + 4?

91 Niech f be
↪
dzie funkcja

↪
holomorficzna

↪
na otoczeniu domknie

↪
tego dysku jednostkowego D. Za lóżmy,

że f(D) ⊂ int(D). Wykazać, że f ma dok ladnie jeden punkt sta ly.
Wsk: |(z − f(z)) − z| < |z|

na 16 czerwca

92 Niech D ⊂ U , f : U → C funkcja holomorficzna, |f | sta le na ∂D. Ponadto f ′ nie zeruje sie
↪

na
∂D. Pokazać, że f ma w kole D o jedno zero wie

↪
cej niż pochodna f ′ (zera liczone z krotnościa

↪
).

93 Za lożenia j.w. Pokazać, że jeśli f ′ nie zeruje sie
↪
na D to f jest różnowartościowa na int(D).

94 Zbadać ca lke
↪
przy r → ∞ ∫

±Im(z)≥0, |z|=r

e±iz

z
dz

udowodnić, że ∫ ∞

−∞

sin(x)

x
dx = π .

95 Obliczyć ca lke
↪

∫ 2π
0

sin2 x
a+b cosxdx dla 0 < b < a.

2π/b2(a −
√

a2 − b2

96 Obliczyć ca lke
↪

∫ +∞
−∞

x2−x+2
x4+10x2+9

dx.
5/12π
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97 Obliczyć ca lke
↪

∫ +∞
0

x2

a4+x4dx dla a > 0.
3
√
2π/(16a)

98 Obliczyć ca lke
↪

∫ +∞
0

cosx
a2+x2dx dla a > 0.

π/(2a)e−a

99 Wykazać, że jeśli f(z) jest funkcja
↪

meromorficzna
↪

na C z biegunami a1, a2, . . . , am ̸∈ Z i jeśli
limz→∞ z f(z) = 0, to istnieje granica

lim
N→∞

N∑
n=−N

f(n) i jest ona równa −
m∑
k=1

resak(π f(z)ctgπz) .

Wsk. Ca lkować funkcje
↪
πf(z)ctgπz po brzegu kwadratu o wierzcho lkach (N + 1

2)(±1 ± i)

100 Wykazać, że dla a ̸∈ iN mamy

∞∑
n=1

(n2 + a2)−1 =
1

2

(
π

a
ctghπa− 1

a2

)
.

Czy można znaleźć w ten sposób sume
↪
szeregu dla a = 0?

101 Za pomoca
↪
residuów wykazać, że dla dowolnych m parami różnych liczb z1, z2, . . . , zm zachodzi:

m∑
k=1

zn+m−1
k∏

ℓ̸=k(zk − zℓ)
=

∑
i1+i2+···+im=n

zi11 zi22 . . . zimm .

Wywnioskować, że
m∑
k=0

(
m

k

)
(−1)m−kkm = m! .
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