Algebra I

Bardzo dobrym Zrédlem zadan (ze wskazdéwkami do rozwiazan) jest
M. Brynski, J. Jurkiewicz - Zbior zadan z algebry, dostepny w bibliotece.

Moje zadania dla studentéw z *:
https://www.mimuw.edu.pl/%7Eaweber/zadania/algebra2014/grupyzad.pdf

Termin pierwszego kolokwium: 23 listopada, godzina 16.00.

Zadania
1 Znalez¢ wszystkie mozliwe tabelki dzialan grupowych na zbiorze 4-elementowym.
2 Wykazaé, ze jedli g2 = 1 dla kazdego elementu g, to grupa jest abelowa.
3 Wykazaé, ze jesli kazdy element grupy G jest rzedu conajwyzej 2, to |G| = 2™ dla pewnego n € Z.
4 Ile elementéw ma grupa macierzy odwracalnych n x n o wspétczynnikach w ciele Z,?
5 Sporzadzi¢ tabelke dziatan dla grupy Da,.
6 Sprawdzié¢, ze w grupie Da,, dla n > 2 istnieje tylko jedna podgrupa cykliczna rzedu n.

7 W grupie Sg policzy¢ zlozenie (123)(546)(231)(46) przedstawiajac je w postaci iloczynu cykli
roztacznych.

8 Cykl (453687) przedstawi¢ w postaci transpozycji.

9 Permutacje zbioru siedmioelementowego f(1) =4, f(2) =2, f(3) =6, f(4) =3, f(5) =1, f(6) =
7, f(7) = 5 rozlozyé na cykle rozlaczne.

10 Znalezé rzedy grup izometrii bryt platonskich.

11 Wskazaé rozklad Dg na sume teoriomnogosciowa swoich trzech podgrup wilasciwych. Uzasadnié,
ze zadna grupa nie jest suma dwdéch swoich podgrup wiasciwych.

12 Podaé przyktad podgrupy H C Dg i elementu x takiego, ze tH # Hz.
13 W grupie macierzy odwracalnych G'Ly(Zp) znalezé element rzedu 3.

14 W grupie macierzy gornotréjkatnych o wspoétczynnikach w Z rozmiaru 2 x 2 wskazaé¢ dwa elementy
rzedu 2, ktérych iloczyn ma rzad nieskonczony.

15 Jakie sa najwieksze rzedy elementow w grupach permutacji Sg i Sts.

16 Czy w Syo istnieja dwa elementy rzedu n, ktére maja rézne rozklady na cykle rozlaczne? a)
n=12,b)n=09.

17 Wypisaé rzedy elementéw w grupie cyklicznej Cio (oznaczanej tez przez Zis) i w Doy. Podaé ile
jest elementow danego rzedu.

18 Niech |G| < oo. Wykazaé, ze ilo$¢ elementéw rzedu pierwszego p jest podzielna przez p — 1.
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wszystkie podgrupy i znalezé rzedy elementow.

b) Ile elementéw ma grupa (c,b) C GL3(C), ¢ = <(Z) _01>, b= (_01 (1)>‘? Czy zawiera grupe Qg7

19 a) Niech Qg = (a,b) C GL2(C), a = <Z 0@,), b= < > Ile elementéw ma ta grupa? Opisaé



20 Wymieni¢ wszystkie znane grupy rzedu 8. Roztrzygnaé, ktore sa izomorficzne.
21 Opisaé z dokladnodcia do izomorfizmu grupy 6-cio elementowe.

22 Rozwazmy grupy (Z,+), (Q,+), Zp=(pierwiastki z 1 stopnia p" dla pewnego n € N), gdzie p
jest ustalong liczba pierwsza. Udowodnié, ze wsrdd tych grup zadne dwie nie sa izomorficzne.

23 (*) Uzasadnié, ze grupa permutacji parzystych As jest izomorficzna z grupa izometrii zachowujacych
orientacje dwudziestoscianu foremnego Igg.

24 (*) Podaé¢ przyklad grupy skonczenie generowanej i jej podgrupy, ktéra nie jest skoriczenie gen-
erowana.

25 Niech f: G — H bedzie homomorfizmem grup. a € G. Wykazaé, ze o(f(a)) dzieli o(a) o ile ten
drugi jst skonczony

26 Opisa¢ homomorfizmy f : G — H gdzie G jest grupa cykliczna.

27 Zbadaé grupe automorfizméw Aut(G) grupy cyklicznej G. Opisaé grupy Aut(C)), n = 13, 21, 26, 28.
Przedstawié je jako produkty grup cyklicznych.

28 (*) Cgzy istnieje grupa cykliczna G taka, ze Aut(G) ~ Cg?
29 Udowodnié, ze jesli (n,m) =1, to Cpy = Cp X Chy.

30 Opisaé te grupy dla G = C,, n = 15, 16, 20, 24, 30. Przedstawié¢ je jako produkty grup
cyklicznych. (Wskazéwka: jesli (m,n) =1 to Aut(Zmn) ~ Aut(Zp, X Zy) ~ Aut(Zy,) x Aut(Zy).)

1 (*) Udowodnié, ze jesli p jest liczbg pierwsza, to Aut(Cp) ~ Cp_.

32 Grupa multiplikatywna ciata liczb zepolonych C* = C\ {0} dziala na C poprzez mnozenie. Znalez¢
orbity tego dziatania i stabilizatory punktéw.

33 Rozwazy¢ dzialanie podgrupy G C C* na C (patrz poprzednie zadanie). Znalezé orbity tego
dzialania i stabilizatory punktéw dla
a) G ={zeC[|z] =1},

b) G =R\ {0},
c) G= R>0
d) G = C), (pierwiastki z 1 stopnia n).

34 Grupa izometrii liniowych przestrzeni R™ jest oznaczana przez O(n). Opisaé orbity i stabilizatory
punktéw dla naturalnego dzialania O(n) na R™.

35 Grupe diagonalnych odwracalnych macierzy n x n o wspélczynnikach w dowolnym ciele K oz-
naczmy przez T, (K). Grupa ta dziala na K™ poprzez mnozenie po wspétrednych. Opisaé orbity i
stabilizatory punktow.

36 Grupa GL,(C), tzn. macierzy odwracalnych n x n o wspétczynnikach w C dziala na zbiorze
wszystkich macierzy n X n poprzez sprzeganie:

C-A:=CAC™t.
Opisaé orbity dziatania.

37 Grupa macierzy odwracalnych n x n o wspodlczynnikach w R dziala na zbiorze symetrycznych
macierzy w nastepujacy sposob:
C-A:=CACT.

Opisa¢ orbity dzialania.



38 Grupa macierzy izometrii O(n) dziala na zbiorze symetrycznych macierzy w nastepujacy sposéb:
C-A:=CACT.
Opisaé orbity i stabilizatory punktéw.

39 Niech G < S;. Rozpatrzmy naturalne dzialanie G na zbiorze {1,2,3,4}. Znalezé orbity tego
dziatania i grupy izotropii kazdego punktu gdy G = ((123)) i G = A4 (grupa parzystych permutacji).

40 Cgzy grupa rzedu 27 moze dziata¢ na zbiorze 35 elementowym bez punktow statych?

41 Niech grupa skoriczona G dziala na skonczonym zbiorze X . Udowodni¢ wzér Burnside’a:
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gdzie | X/G| oznacza liczbe orbit dzialania G na X za$ |XY| liczbe punktéw stalych przeksztalcenia
wyznaczonego przez g € G.

42 Niech G bedzie grupa izometrii szescianu (a co za tym idzie, oSmioscianu formnego). Znalezé
stabilizatory wierzchotkéw, krawedzi i écian obu tych bryt.

43 Przypudéémy, ze grupa G dziala tranzytywnie na zbiorze X. Wykazaé, ze grupy izotropii G, i Gy
dla z,y € G sa sprzezone (tzn Jg € G gG.g™' = Gy).

44 Niech H < G i niech pf : G — S|a/m| bedzie homomorfizmem odpowiadajacym dzialaniu G na
zbiorze warstw G/H danym wzorem: g(¢'H) = gg'H. Znalezc ker(p™).

45 Niech k(G) oznacza liczbe klas sprzezonosci elementow grupy G. Udowodnic, ze jezeli G jest
skonczona grupa nieprzemienna to k(G) > |Z(G)| + 1.
(Definicja: Centrum grupy Z(G) ={g € G | Vh € G gh = hg}.)

46 Ile jest homomorfizméw z Za4 do D127 (Uwaga: zgodnie z konwencja przyjeta na wykladzie
D,, oznacza grupe izometrii n-kata formenego.)

47 Przypus$émy, ze grupa G ma pq elementéw, gdzie p i g sa liczbami pierwszymi, p nie dzieli ¢ — 1.
Udowodnié, ze jesli w G jest tylko jedna podgrupa rzadu ¢, to G jest cykliczna.

48 Czy D4 = Qg? Opisaé wszystkie homomorfizmy Dy — Qs.

49 Zmalezé centralizator g € Sg gdy
—g = (123)(45) € S,
— g = (123)(456) € Sg,
— g =(12)(34)(56) € S.
(Definicja: Centralizator elementu C(g) = {h € G | Vh € G gh = hg}.)

50 Udowodni¢, ze dlan > 2, Z(S,) = 1.

51 Wyznaczy¢ klasy sprzezonosci elementéw Sy oraz Ay. Wskazaé dwa elementy Ay, ktére se
sprzezone w Sy, a nie sa sprzezone w Ay.

52 (a) Znalezé Z(Ay).
b) Wykazac, ze w Ay istnieje tylko jedna podgrupa rzedu 4, wiec jest ona normalna.
c¢) Udowodnié, ze w A4 nie istnieje podgrupa rzedu 6.

Napis H < G oznacza, ze H jest dzielnikem normalnym w G



53 Niech H <« G. Udowodnic, ze dla dowolnych z,y € G jezeli zy € H to yxr € H. Podac przyktad,
ze jezeli tylko H < G to wynikanie nie ma miejsca.

54 Pokazaé, ze kazda podgrupa w Qg jest normalna, choé¢ Qg nie jest abelowa.
55 Udowodnié, ze jezeli K <G to Z(K) < G. Podaé przyktad, w ktérym Z(K) # K N Z(G).
56 Udowodnié, ze jezeli [G,G] < H, to podgrupa H jest normalna w G.

57 Komutant [G, G| oznacza podgrupe generowana przez zbiér {ghg 'h~! | g,h € G}. Udowodni¢,
ze dla kazdej tréjki elementéw g, h, k € G mamy ghkg 'h='k~! € [G, G].

58 Niech A bedzie grupa abelowa. Wykazaé, ze dla dowolnej grupy G mamy naturalna bijekcje
Hom(G,A) ~ Hom(G/|G, G|, A).

59 Wykazaé, ze jesli |G| = p?, gdzie p jest liczba pierwsza, to G jest abelowa.

60 Niech G bedzie grupa, za$ p bedzie najmniejszym dzielnikiem pierwszym |G|. Podgrupa H jest
taka, ze |G| : |H| = p. Pokaz, ze H jest normalna.
Wskazowka: 1) rozwaz standardowe dziatanie G na warstwach grupy H. Dziatanie to daje odwzorowanie
HcG— S|G\/|H| =5,.
2) Zobacz, ze dziatanie podgrupy H ma punkt staly.
3) Ile elementéw mogq mieé orbity dziatania H?
4) Wywnioskuj, ze jego jadro homomorfizmu G — S, jest réwne H.
5) Skorzystaj z réwnowaznoéci hgH = gH < he€ gHg ' .

Grupy ilorazowe
61 Podaé przyklad grupy G i jej podgrup K <G, H < G takich, ze K ~ H ale G/K # G/H.
62 Podac przyklad grupy G i jej podgrup K <G, H < G takich, ze G/K ~ G/H ale K # H.

63 Niech n > 2. Udowodnié, ze jezeli n jest nieparzyste, to Z(D,,) = 1, za$ jezeli n jest parzyste to
|Z(Dy)| = 2. Udowodni¢, ze w ty mostatnim przypadku Dy, /Z(Dy) ~ Dz dlan > 6 i dlan = 4 mamy
D4/Z(D4) ~ 7o X Zo.

64 Niech n > 2. Udowodnié, ze |Dy,/[Dy, Dy]| = 4 jezeli n jest parzyste i |Dy/[Dn, Dy]| = 2 jezeli n
jest nieparzyste.

65 Udowodnié, ze nie istnieje grupa nieprzemienna G taka, ze G/Z(G) jest cykliczna.
66 Niech K <(G)1i|G/H| =n < oo. Pokazaé, ze

(a) dla kazdego g € G mamy g¢g" € K,
(b) jesli g € G, g™ € K oraz (m,n) =1,to g € K.

67 * Udowodnié, ze grupa zachowujacych orientacje R? izometrii szescianu jest izomorficzna z grupa,
Sa.

68 * Udowodni¢, ze jezeli G jest grupa nieabelowa, to Aut(G) nie jest grupa cykliczna. Udowodnid,
ze nie istnieje grupa G taka, ze grupa Aut(G) jest cykliczna rzedu nieparzystego réznego od 1.

69 * Niech G bedzie grupa prosta (tzn nie ma podgrup normalnych), za§ H < G podgrupa indeksu
pierwszego p. Udowodni’c, Ze p jest najwieksza liczba pierwsza dzielac’a |G| i ze p? [|G|. (Wskazéwka:
rozpatrzeé¢ dzialanie G na zbiorze warstw G/H i wykazaz, ze |G||p!.)

70 * Udowodnid, ze jezli G jest grupa nieprzemienna i |G| = p?, to |Z(G)| = p i liczba klas
sprzezonosci k(G) = p? +p — 1.



71 * Wskazaé izomorfizm GL9(Z3)/Z(GLa(Z3)) ~ Sy.
72 * (Lemat Griina) Udowodnié, ze jezeli [G,G] = G to Z(G/Z(Q)) jest trywialne.

73 * Udowodnié, ze SL(2,Zs) = [SL(2,Z5),SL(2,Zs)|. Znalezé Z(SLo(Zs).

74 Znalez¢ komutant [Ay, Ay).

75 Skonstruowaé¢ dzia¢ dziatanie przechodnie grupy Ss na zbiorze 3-elementowym X. Opisaé jadro i
obraz stowarzyszonego przeksztalcenia ¢ : Sy — S3 = Aut(X). Jaki jest obraz ¢(A4)?
Za X przyjaé zbior podziatow zbioru {1,2,3,4} na réwne czesci.

76 Wykazaé, ze jedli p jest liczba pierwsza, |G| = p*, {1} # N <G to NN Z(G) # {1}.
Wsk: dowdd taki sam jak dowow faktu, Ze centrum p-grupy jest nietrywialne.

77 Niech G bedzie grupa rzedu p” (gdzie p jest liczba pierwsza). Pokazaé, ze liczba podgrup grupy
G, ktore nie sa normalne jest podzielna przez p.

78 Niech |G| = 2p, gdzie p jest liczba pierwsza, p > 2. Udowodnié, ze G jest albo grupa cykliczna,
albo dihedralna.

79 Wykazaé, ze nieprzemienna grupa rzedu 8 jest izomorficzna albo z Qg albo z grupa dihedralna.
80 Czy istnieje monomorfizm Qg — S47

81 Nich p bedzie liczba pierwsza oraz G C GL3(Zp) grupa macierzy odwracalnych gérnotréjkatnych
z jedynkami na przekatnej. Opisaé z doktadnoscia do izomorfizmu wszystkie ilorazy G.

82 Niech G bedzie grupa wszystkich afinicznych izomorfizméw Z%.
— Wykazé, ze H, grupa zlozona z przesunie¢, jest normalna.
— Opisa¢ G/H.
— Wykazaé, ze G ~ Ay4.

83 Pokazad, ze jesli jest dany homomorfizm ¢ : Qg — G taki, ze ¢(—1) # 1, to ¢ jest monomorfizmem.

84 Niech T bedzie podgrupa G L, (C) zlozong z macierzy diagonalnych. ZnaleZz¢ zbiér macierzy A €
GL,(C) takich. ze dla kazdej macierzy diagonalnej D € T mamy ADA~! € T. Wykazaé, ze jest to
podgrupa zawierajaca T'. Jest ona oznaczana N(T'). Wykazaé, ze T jest podgrupa normalng w N (7T') i
zbadaé iloraz N(T)/T. Wykazaé, ze N(T)/T ~ S,,.



