Zadania do rozwigzania przy tablicy 22 stycznia

1 Niech A bedzie macierzg antysymetryczna, tzn A7 = —A rozmairu n x n. Wykazaé, ze jesli n jest
nieparzyste, to det(A) = 0. Przypusémy, ze n = 4,

0 a b ¢
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A= b o—d 0 f a,b,c,d,e, f € Z
—c —e —f 0

Wykazaé, ze det(A) > 0 i jest kwadratem liczby caltkowitej (przedstawié¢ det(A) jako kwadrat pewnego
wyrazenia zaleznego zaleznego od a, b, ¢, d, e, f).

2 Niech A i B beda macierzami kwadratowymi n x n. Wskazaé, jak za pomoca elementarnych operacji

na wierszach mozna otrzymaé¢ macierz [ AB 0 ] 7 macierzy l 0 B 1 Wywnioskowaé twierdzenie

Cauchy’ego o wyznaczniku iloczynu.

3 Niech A, B beda kwadratowymi macierzami takimi, ze AB = BA, A* = 0 dla pewnego k € N oraz
B jest odwracalna. Udowodnié, z A 4+ B jest odwracalna. Czy zalozenie, ze AB = BA jest konieczne?

4 Niech a,b € R\ {0}. Przypusémy, ze macierz kwadratowa A spelnia tozsamosé¢ (A—al)(A—bl) = 0.
Udowodnié, ze A jest odwracalna. Dla a = 1, b = 7 wskaza¢ AL

5 Niech A bedzie kwadratows macierza n X n o wspdlczynnikach rzeczywistych badz zespolonych.
Udowodnié, ze szereg

oo
exp(A) := Z %Ak
k=0
jest zbiezny.
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6 a) Obliczy¢ exp(A) dla A = [O a] iA= [t 0].
b) Zalézmy A i B sa kwadratowymi macierzami n x n, oraz AB = BA. Udowodnié, ze
exp(A + B) = exp(A) exp(B)
¢) Niech C bedzie macirza odwracalna. Udowodnié, ze exp(CAC™!) = Cexp(A)C1.

7 Definiujemy slad macierzy tr(A) jako sume wyrazéw na przekatnej. Udowodni¢ det(exp(A)) =
et™(A) . Wskazéwka: sprawdzi¢ ten wzér dla macierzy gérnotréjkatnych.

8 Niech N bedzie macierza nilpotentna, tzn taka, ze istnieje k € N takie, ze N* = 0. Znalez¢ macierz
A taka, ze exp(A) =1+ N.



