Zadania do rozwigzania przy tablicy 8 stycznia
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1 Przedstawi¢ macierz A = 3 5 jako iloczyn macierzy operacji elementarnych.

Przypomnienie: macierze operacji elementarnych 2 x 2 to

1 a 10 a 0 10 0 1
B (0 (0 (20 mackams 0 1).

Szukane przedstawienie macierzy uzyskaé stosujac znane (i lubiane) operacje elementarne na macierzach.
Czy kazdg macierz rozmiaru 2 x 2 mozna przedstawié¢ jako iloczyn macierzy

1 a a 0 01
o
(O 1) , (0 1) , dla a € K oraz (1 0) 7

2 Niech ¢ : V — V bedzie przeksztalceniem liniowym. spelniajacym ¢? = ¢. Niech ¢ = idy — .
Udowodnié, ze ¥? = 1. Udowodnié, ze ¢ — 1) jest izomorfizmem i znalezé (¢ — 1)1,

3 Wskazaé przeksztatcenie liniowe ¢ : R? — R? spelniajace dwa warunki:
o im(p)={(z,y,2) ER® |z +y+2=0}
o im(¢p?) ={(z,5,2) ER’ |z +y+2=0, z—y+2z=0}.

4 Wskazaé przeksztalcenie ¢ : R3 — R3 spetniajace 3 warunki
) (1,2,1) eker(p),  2) im(p) =lin{(1,1,2)},  3) ¢’=0.
Wykazaé, ze przeksztalcenie ¢ spelniajace powyzsze warunki musi ponadto speniaé: p? = 0 oraz

dim(ker(p)) = 2.

5 Niech V bedzie przestrzenia liniowg wymiaru n oraz ¢ : V. — V przeksztalceniem liniowym takim,
ze ™ = 0 dla pewnego m € N. Udowodni¢, ze ¢ = 0.
Wskazéwka: rozpatrzeé ciag podprzestrzeni Vi, = im(¢*). Udowodnié, ze jedli Vi = Viqq to Vi, =V, dla
r > k.
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Macierz przejScia (zamiany wspoéirzednych) od bazy A do bazy B przestrzeni V: macierz
identycznosci V w bazach A i B (wektory A wyrazamy jako kombinacje liniowe wektorow B i otrzymane
wspolrzedne ustawiamy w kolumnach).

6 Niech A={(1,1,1), (2,1,3), (1,0,5)}i¢: R? — R? o(z,y,2) = (x+2y,y+3z) . Znalezé M ()%,
t.j. macierz przeksztalcenia ¢ z bazy A do bazy standardowej. Ponadto niech B = {(1,2), (4,1)}.
Znalez¢ macierz przejécia z bazy standardowej do B oraz M (go)ﬁ.

Czesé b) To samo dla: A = {(1,2), (3,1)}. B = {(1,1,1), (1,2,3), (1,4,9)} oraz ¢ : R? — R3,
plz,y) = (T +y,z -y z+2).

7 (Zadanie z kolokwium 2016 r.) Niech

ar=(1,1,1,1), az=(1,1,1,0), as=(1,1,0,0), a4=(1,0,0,0),
oraz niech A = {a1, s, a3, a4} i niech ¢ : R* — R* bedzie przeksztatceniem liniowym spetniajacym
ker(p) = lin(ay, ay), o(az) = ag, plaz) = as.

Znalezé: M ()4, M ()3, oraz r7ad przeksztalcenia oF dla k = 1, 2, 3.

8 Niech Vi, Vo, W beda przestrzeniami liniowymi oraz L(V;, W) przestrzenia przeksztalcen liniowych,
i = 1,2. Dla przeksztalcenia liniowego ¢ : Vi — Vi definiujemy 0, : L(Vao, W) — L(Vi, W) wzorem

0(1)) = 1 o p. Udowodnié, ze jedli ¢ jest izomorfizmen, to O, jest izomorfizmem. Czy z tego, ze 6, jest
izomorfizmem wynika, ze ¢ jest izomorfizmem?

Wykorzystaé¢ charakteryzacje izomorfizméw: [Kategoryjna deﬁnicjaﬂ] Przeksztalcenie ¢ : Vi — Vo jest
izomorfizmem wtedy i tylko wtedy gdy istnieje p : Vo — Vi takie, Ze o o p=1idy, i po =1idy,.

'Kategoryjna — czyli bez uzycia wektoréw, majaca zastosowanie nie tylko w algebrze liniowej.



