Zadania na ¢wiczenia z grup Liego 1

1 Niech G bedzie grupa topologiczna, a H podgrupa. Udowodnié, ze dzialanie G' na zbiorze warstw:
GxG/H—G/H
jest ciagte.

2 Udowodnié, ze jesli G jest spdjna grupa topologiczna, H C G jest grupa dyskretna i normalna, to
H jest zawarta w centrum G.

3 Udowodni¢, ze grupa podstawowa grupy topologicznej jest przemienna.
4 Utozsamié¢ R? z im(H). Udowodnié, ze mnozenie kwaternionéw urojonych ma postaé
vw=—(v,w)+vxweR@®im(H),
gdzie (v, w) oznacza iloczyn skalarny, a v X w iloczyn wektorowy.
5 Rozwazy¢ przeksztatcenie H* D S% — Aut(im(H)) zadane przez sprzeganie. Opisaé jedro i obraz.

6 Definiujemy macierz J,, € Ma,x2,(R) jako macierz blokowa

0 I,
T = (In 0 ) ’

gdzie I, jest macierza jednostkowa n x n.
Niech
G={AcGLy,R)| A J,A=J,}.

Réwnanie A~1J, A = J,, mozna przepisaé¢ jak
JnA = AJd, .
Zatem G jest to zbiér automorfizméw przemiennych z J,,. Jesli C* utozsamié z R?" z baza
€1,E2y -+, Eny 1E1,1E2, . ., 1En,

to G sktada sie z R-liniowych automorfizméw przemiennych z mnozeniem przez ¢ € C.
Zatem G = GL,(C).
Udowodnié

SO(2n) N Sp,(R) = SO(2n) N GL,(C) = GL,(C) N Sp,(R) =U(n).



1. Niech f : G — H bedzie homomorfizmem grup Lie, takim ze przeksztalcenie
f+« : T1G — T H jest izomorfizmem. Pokazaé, ze homomorfizm f jest nakryciem
oraz ker f < Z(G).

2. Znalezé przestrzen styczna do grupy GL(n,R), strukture algebry Liego na
niej i znalez¢ odwzorowanie exp. Znalezé podalgebry odpowiadajace podgrupom
SL(n,R), Sp(nR). Znalez¢ algebry Lie dla SO(n), U(n). SU(n) i Sp(n).

3. Pokazaé, ze dla macierzy A, det(exp A) = exp(tr A).



1. Udowodni¢, ze jezeli H jest domknieta podgrupa, to przestrzei warstw G/H
jest rozmaitoscia. (Wskazéwka: rozwazyé mape, ktéra uzywalisSmy w dowodzie
twierdzenia Cartana).

a)

°)

f)

2. Rozpatrujemy grupe SL(2,R) i SL(2,C).

Pokazaé, ze grupa SL(2,R) jest sprzezona w GL(2,C) z grupa macierzy
b
E’/ )

Korzystajac z przedstawienia powyzej, pokazaé ze SL(2,R) jako przestrzen
topologiczna jest homeomorficzna z otwartym torusem S' x D, gdzie D jest
otwartym dyskiem.

SR

gdzie a,b € Ci |a]? — |b]*> = 1.

Udowodnié, ze algebra Lie s[(2,R) sklada sie z macierzy o $ladzie réwnym 0.

Udowodnié, ze forma Jordana (jako macierz zespolona) jest postaci

A0 , 0 1
(0 _)\>(A6R1ub)\EZR) lub (o 0),

Wywnioskowaé, ze wartosci wlasne macierzy macierzy, ktoéra lezy na jedno-
parametrowej podgrupie sa obie dodatnie, obie sa liczbami zespolonymi o
module 1 lub obie sa réwne 1. Wywnioskowaé, ze exp dla SL(2,R) nie jest
odwzorowaniem "na”.

Pokazaé, ze exp : gl(2,C) — GL(2,C) jest "na”.



1. Zwiazki miedzy reprezentacjami nad R, C i H, gdzie H oznacza kwaterniony.
Mamy funktory:

o kompleksyfikacji ¢ : Repr(G) — Repe(G) zdefiniowany V. — V @r C z
trywialnym dzialaniem na C i tym samym na V;

q : Repe(G) — Repy(G) zdefiniowany V. — V ®c¢ H z trywialnym dziala-
niem na H i tym samym na V;

r: Repe(G) — Repr(G) zapominania o strukturze przestrzeni zespolonej
z tym samym dzialaniem na V;

o s : Repy(G) — Repe(G) zapominania o strukturze przestrzeni nad H z
tym samym dzialaniem na V.

t : Repe(G) — Repe(G) zachowujaca dziatanie grupy G na V, jedynie
mnozenie przez skalar z € C na przestrzeni tV jest mnozeniem przez zZ w
przestrzeni V.

Funktory te spelniaja nastepujace tatwe do sprawdzenia zaleznosci:
e rc=2isqg=2tm.rc(V)=VaVisgV)=VaV,
e cr=14+tisqg=1+t;
o tc=cits=s;
e rt=riqt=q;
o t2=1.

2. Udowodnié, ze jezeli G jest grupa zwarta, to V* = tV.

3. Udowodnié, ze dla dwdch reprezentacji V,W € Repgr(G) jezeli ¢V = cW,
to V 2 W i analogicznie jezeli V,W € Repy(G) i sV =2 sW, to V= W.

4. Pokazaé, ze jezeli V' € Rep(G) spelnia V 2 ¢V, to V jest rzeczywista lub
kwaternionowa, ale nie obie naraz.

5. Udowodnié, ze dla zwartej grupy G istnieja reprezentacje U,, € Repg(G),
V., € Repe(G) i W, € Repp(G), takie ze:

a) nieizomorficzne nieprzywiedlne reprezentacje nad R, to Uy, 7V, rsWp;
b) nieizomorficzne nieprzywiedlne reprezentacje nad C, to cUy,, V,,, tV,,, sWp;

c) nieizomorficzne nieprzywiedlne reprezentacje nad R, to gcU,y,, ¢Vi, W

(to jest twierdzenie 3.57 w ksiazce Adamsa)



Grupy i Algebry Liego — zadania na 11 kwietnia

Zadanie 1 Niech G = SO(n). Zalézmy, ze n jest nieparzyste. Wskazaé¢ torus maksymalny i znalezé
tozklad reprezentacji dolaczonej so(n) ® C na reprezentacje jednowymiarowe.

Wskazowka: so(n) ® C = s0,,(C) jest algebra Liego grupy
S50,(C) = {A e GL,(C)|ATA =1}

zachowujacej standardowa forme 2-liniowa niezdegenerowana. Zamien¢ wzpdlrzedne, tak by forma 2-

0 I 0
liniowa miata macierz [ I 0 0| w nowej bazie. Wskazaé torus zawarty w macierzach diagonalnych.
0 01

Aby przekonad sig, ze jest maksymalny trzeba sprawdzi¢, ze g7 = t. Przy okazji roztozyé so(n) ® C na
jednowymiarowe reprezentacje torusa. Wypisaé¢ charaktery.

Zadanie 2 Wykazaé, ze zwarte i spojne rozmaitosci zespolone, bedace zespolonymi grupami Lie (tzn
mnozenie i odwrotnosé sa holomorficzne) sa przemienne.

Wskazdéwka: zbadaé reprezentacje dotaczona: Ad: G — Aut(g)
Zadanie 3 Niech ¢ : My xn(C) X My xn(C) — C bedzie zadane formula
©(A,B) =Tr(AB).

Wykazaé, ze ¢ jest 2-liniowa niezdegenerowana forma symetryczna.
Sprawdzi€, ze Qy(n)xu(n) jest ujemnie okreslona oraz ¢jy(n)xiu(n) jest dodatnio okreslona.

Zadanie 4 Forma Killinga: Niech G bedzie grupg Lie. R6zniczka reprezentacji dotaczonej
Ad: G — GL(g)

jest oznaczana przez
ad : g — gl(g)
X —adx.
Definiujemy symetryczna forme 2-liniowa
(p(X, Y) = tr(adX o ady) .

Udowodnié, ze jesli G jest zwarta i centrum G jest skoniczone, to ¢ jest ujemnie okreslona.

Zadanie 5 Wskazaé nietrywialne przeksztaltcenia

a) SLy(C) — S03(C)
b) SLQ( ) X SLQ( ) — 504((:)
¢) SL4(C) — 506(C)

d) Sp2(C) — SO5(C)

(powyzsze przeksztalcenia indukuja izomorfizmy algebr Lie)

Wskazéwki:

a) C3 ~5 [2 ((C)

b) Utozsamié¢ C* = Myyo(C) z forma kwadratowa det : Mayo(C) — C

¢) Utozsamié¢ C® ~ A2C* z forma kwadratows, . .

d) Niech w € A2(C*)* bedzie antysymplektyczn@ 2-forma w C, ker( AZ(CH* 5 /\4(C4)*) ~C’ ...



Grupy i Algebry Liego — zadania na 18 kwietnia

Zadanie 0. z zeszlego tygodnia. Wskaza¢ nietrywialne przeksztalcenia
a) SLy(C) — SO3(C)

d) Sp2(C) — S05(C)

Opisa¢ te odwzorowania w obcieciu do torusa maksymalnego

Wskazdéwki:
a) C3 ~ sl5(C)
d) Niech w € A2(C*)* bedzie symplektyczng 2-forma w C*, ker( A2 (CH* 5 /\4((C4)*) ~Co ...

Zadanie 1 Niech p; : g — gl(V1) and py : g — gl(V2) beda dwiema reprezentacjami algebry Liego g.
Definiujemy przeksztalcenie p : g — gl(V1 ® V2) na tensorach prostych wzorem

P(X)(v@w) =p(X)v@w+v & pa(X)w.
Sprawdzié, ze tak okreslone przeksztatcenie liniowe jest przeksztalceniem algebr Liego.
Zadanie 2 Mowimy, ze iloczyn skalarny w g jest ad-niezmienniczy gdy VX,Y,Z € g

(adXY, Z) + (Y, ade) =0.

a) Przy zalozeniu, ze g jest algebra Lie grupy G wykazaé, ze jesli iloczyn skalarny jest Ad niezmienniczy,
to jest ad-niezmienniczy
b) Méwimy, ze J C g jest idealem, jesli dla kazdego X € J i dla kazdego Y € g mamy [X,Y] € 7. (W
szczegblnosei J jest podalgebra Lie.) Udowodnié, ze jesli g dopuszcza ad-niezmienniczy iloczyn skalarny,

to J+ jest podalgebra Liego.

Zadanie 3 Udowodnié, ze jedli g dopuszcza ad-niezmenniczy iloczyn skalarny (—, —) oraz nie zawiera
wlasciwych idealéw, to z dokladnoscia do proporcjonalnosci (—, —) jest réwny formie Killinga.

Zadanie 4 Ktore z reprezentacji SymyV grupy SU(2) pochodza od reprezentacji SO(3)?
(Tzn dla jakich k homomorfizm SU(2) — GL(Sym*V) faktoryzuje si¢ przez SO(3) ~ SU(2)/{+I}?)

Zadanie 5 Niech V ~ C? bedzie definiujaca reprezentacja dla SLo(C). Niech W = Sym3V @ V.
Wiemy, ze W ~ Sym*V @ Sym?V. Wskazaé ten izomorfizm znajdujac wektory najwyzszej wagi dla
podreprezentacji.

Zadanie 6 (Ciag dalszy dla reprezentacji SL9o(C).) Wykazaé, ze

Sym?(Sym3(V)) ~ Sym®V @ Sym°V @ Sym3V .

Wiecej ciekawych éwiczen jest w [Fulton-Harris, roz. 11].



Grupy i Algebry Liego — zadania na 25 kwietnia

Zadanie 1 Znalez¢ jawny wzoér na forme Killinga dla gl,, za pomoca wyrazéw macierzy.
Wskazowka (ktéra trzeba udowodnié): dla s, forma Killinga jest réwna (z,y) — 2ntr(z,y).

Zadanie 2 Wykazaé, ze h, nie zalezy od wyboru iloczynu skalarnego. (Patrz definicja 8.7 z wykladu.)
Wskazowka: najpierw wykazaé¢ w przypadku, gdy g jest prosta (nie zawiera wlasciwych idealéw).

Zadanie 3 Niech V bedzie reprezentacja definiujaca dla SL3(C).
Rowazyé reprezentacje Sym?(V) ® V*. Wskazaé nietrywialne przeksztalcenie do V. Czy jadro jest
nieprzywiedlna reprezentacja?

Zadanie 4 Rozwazamy reprezentacje SL3(C). Wiemy, ze V@V ~ Sym?V @& A2V. Rozlozy¢ VeV eV
na reprezentacje nieprzywiedlne.

Nastepujgce zadania sq krokami prowadzgcymi do opisu wszystkich mozliwych systemow pierwiastkow.
Chodzi o wykluczenie pewnych konfiguracji.

Zadanie 5 Niechvy, vs,...v, beda liniowo niezaleznymi wektorami o tej samej dlugosci. Zalézmy, ze
dla ¢ # j albo v; L vj;, albo kat pomiedzy v; a v; jest réwny 120°. Tworzymy graf o n wierzchotkach.
Rysujemy krawedz, jesli miedzy wierzchotkami, jesli kat pomiedzy odpowiadajacymi im wektorami jest
120°. Udowodnié, ze ten gaf ma co najwyzej n — 1 krawedzi. Udowodnié¢, ze ten graf nie ma cykli.
Wskazdéwka: Obliczyé¢ (3 vi, > v;).

Zadanie 6 a) Rozwazmy graf

Udowodnié, ze nie istnieje system pierwiastkow zawierajacy liniowo niezalezne wektory rownej dtugosci
v, 1 =1,2,...,5, o tej wlasnosci, Ze kat pomiedzy v; a v; jest réwny 120° jesli jest krawedZ w diagramie
pomiedzy i a j, a w przeciwnym przypadku sg prostopadte.

b) Rozwazmy graf
7
|
6
|
1 -2 -3 -4 - 5

Udowodnié, ze nie istnieje system pierwiastkéw zawierajacy liniowo niezalezne wektory réwnej dtugosci
v, 1 =1,2,...,7, o tej wlasnodci, ze kat pomiedzy v; a v; jest réwny 120° jesli jest krawedZ w diagramie,
a w przeciwnym przypadku sa prostopadte.



Grupy i Algebry Liego — zadania na 9go maja

Zadanie 1 Udowodni¢, ze nastepujace warunki sa rownowazne dla zwartej grupy Lie o skoriczonym
centrum:

(1) algebra Liego nie zawiera wlasciwego idealu

(2) reprezentacja dolaczona jest prosta

(3) diagram Dynkina jest spjny

Zadanie 2 Udowodni¢, ze jedli diagram Dynkina jest spdjny i zawiera potréjna krawedz, to test typu
Ga.

Zadanie 3 Niech W bedzie grupa Weyla dla Sp(n) (lub SO(2n+1) ). Wykazaé, ze W jest produktem
polprostym Z3 x X,,. Tu %, jest grupa permutacji. Bycie produktem pélprostym oznacza, ze mamy
ciag dokladny

0—-25 =W =%, -0

oraz rozszczepienie X, — W. Wskazaé zanurzenie W do GL,,(Z). Wskazaé generatory odpowiadajace
wierzchotkom diagramu Dynkina.

Zadanie 4 Niech W bedzie grupa Weyla dla SO(2n) . Wykazaé, ze W jest produktem polprostym
Zg_l X X,. Wskazaé zanurzenie W do GL,(Z). Wskazaé generatory odpowiadajace wierzchotkom
diagramu Dynkina.

Zadanie 5 Dany system pierwiastkow R = R LI R_. Niech

p=3 2 o

aER 4

Udowodnié¢, ze dla kazdego oo € R

(o, p)
2(%0{) €7Z.

Ponadto p nalezy do dodatniej komnaty Weyla.
e Dla SU(n) wyrazi¢ p za pomoca charakteréw bazowych L; € t*.



Grupy i Algebry Liego — zadania na 16go maja

(zadania zalegle)
Zadanie 1 Niech W bedzie grupa Weyla dla Sp(n) (lub SO(2n+1) ). Wykazaé, ze W jest produktem
poétprostym Zy x ¥,. Tu ¥, jest grupa permutacji. Bycie produktem pélprostym oznacza, ze mamy
ciag dokladny

0—-25 =W —->%,—0

oraz rozszczepienie Y, — W. Wskazaé¢ zanurzenie W do GL,(Z). Wskazaé generatory odpowiadajace
wierzchotkom diagramu Dynkina.

Zadanie 2 Dany system pierwiastkow R = R UR_. Niech
p=3 >, o
a€ER4

Udowodnié, ze dla kazdego o € R

(a, @)
Ponadto p nalezy do dodatniej komnaty Weyla.
e Dla SL,(C) (réwnowaznie dla SU(n)) wyrazi¢ p za pomoca charakteréw bazowych L; € t*.

(Zadania nowe)
Zadanie 3 Opisa¢ kraty P, Q i t;, dla grupy SO(n).

Zadanie 4 Niech X;, Y; € g2, 1 = 1,...6 beda takie jak na wykladzie lub w podreczniku Fultona-
Harrisa. Obliczy¢ [X5, Ya).

Zadanie 5 Ustalamy n > 2. (Dla wygody mozna przyjaé¢ n = 2.) Niech A bedzie macierza n x n z
jedynkami na antydiagonali i zerami w pozostalych miejscach oraz niech ) bedzie macierza 2n x 2n

blokowej postaci <_0 A 61) Niech T' C SL2,(C) bedzie standardowym torusem skladajacym sie z

macierzy diagonalnych. Definiujemy automorfizm grupy SLs,(C) wzorem (X) = J(XT)~1J~1

(a) Opisa¢ wzorem indukowany automorfizm algebr Liego i zauwazy¢, ze zachowuje on macierze diagonalne
(czyli t przy standardowy wyborze).

(b) Zauwazy¢, ze standardowe pierwiastki proste sa permutowane.

(c) Niech G = SLs,(C)?¥ bedzie podgrupa punktéw stalych automorfizmu 9. Sprawdzié, ze Tg = TNG
jest torusem maksymalnym w G. Znalez¢ pierwiastki.

(d) Mamy tg C t i surjekcje t* — t,. Poréwnaé obrazy pierwiastkéw SLo, z pierwiastkami G.

(e) Obliczy¢ kopierwiastki oV = 2((';;)) € tg 1 wyrazi¢ je za pomoca kopierwiastkéw S Loy, .

Zadanie 6 (a) Dany jest system pierwiastkow Dy

()[3:L3—L4
Oélle—LQ OéQZLQ—Lg
oy = L3+ Ly

Niech 81 = a1 + a3 + a4, P2 = ag. Obliczy¢ kat Z(ﬂl,ﬁg).
(b) Dany jest diagram Dynkina Fg

87

aq a9 Qs a4 —  QOp

Niech 1 = a1 + a5, P2 = as + a4, (O3 = a3, 4 = ag. Obliczy¢ katy miedzy tymi wektorami
i skonstatowaé, ze wektory {3;}i=1,.4 maja katy i proporcje diugosci takie, jak pierwiastki proste z
systemu Fjy.



Grupy i Algebry Liego — zadania na 23go maja

(zadania zalegle)
7 zeszlego tygodnia druga potowa 5, zad 6.

(zadania nowe)

Zadanie 1 Dla funkcji n zmiennych t1,to, ..., t, udowodnié, ze

a)
Z hkﬂ?k = H ﬁ € Z[t17t27 B 7tn][[‘r“
k=0 =1

b) Dla k > 0
k

Z(—l)ieihk,i =0

1=0

Zadanie 2 Dla g = spy(C) znalez¢ ogélna postaé¢ wag dominujacych. Znalezé tzw wagi fundamentalne
wi, we € P o tej wlasnosci, ze kazda waga A € P, jest nieujemna kombinacja wag wy i wy. Znalezé
reprezentacje o wagach najwyzszych wi i wo. Obliczy¢ ich charaktery.

Zadanie 3 Dla g = sl3(C) oraz wagi A\ € t* opisa¢ wszystkie podmoduly modutu Vermy M,.

Zadanie 4 Dla g = sl3(C) oraz wag A\, u € t* znalezé wymiar przestrzeni wagowej M) [u] w module
Vermy.

Zadanie 5 Filtracja algebry tensorowej T'(g) dlugoscia tensoréw indukuje filtracje w U(g), oznaczana
F;U(g). Niech

GreU(g) = D FU(g)/FaU(g)
=0

Pokazaé, ze produkt w U(g) zadaje mnozenie w GrpU(g). Udowodnié, ze
GrrU(g) ~ €D Sym'(g)
=0

jako algebry z gradacja.

Zadanie 6 Niech g bedzie algebra Lie. Wskazaé¢ algebre taczna A nad pierécieniemﬂ C[h], taka ze
dla specjalizacji A = 0 algebra Aj.—g jest przemienna i jest algebrag wielomianéw, a dla a # 0 mamy

Ah::a x>~ U(g)

'Réwnowaznie: Mnozenie A ® A — A zalezy wielomianowo od Fi.



Grupy i Algebry Liego — zadania na 6go czerwca

(zadania zalegle)
7 zeszlego tygodnia: zadania 2 i 3.

(zadania nowe)

Zadanie 1 Rozwazmy reprezentacje nieprzywiedlng Vy algebry sls dla A = 3L1 4 Lo. Istotne informacje
o tej reprezentacji mozna wyczytaé z rysunku (patrz wyjasnienia w streszczeniu wykladu).

1

(a) Wypisaé rezolwente Bernstein-Gelfanda-Gelfanda.

(b) Dla u = —Ly — Lo wyliczy¢ wymiary My, x[u], w € Xs.
(c) Dla g = —3Ly — Lo wyliczy¢ wymiary M, x[u], w € Xs.
(

(

® . .
§_§L7—QL2

d) Dla pu = —7Ly — 4L9 wyliczy¢ wymiary My, \[u], w € 3.
e) Obliczy¢ dim(Vy[p]) dla powyzszych p.

Zadanie 2 Powtorzy¢ powyzsze rachunki dla A = 2Ly, p = —2L1 — 2Ly oraz = —6L1 — 4Lo

Zadanie 3 Prosze zrobi¢ i odda¢ mi do sprawdzenia prébny egzamin pisemny.



nil= (+ dziatanie grupy Weyla )
siff J:=f/. {L1 > L2, L2 5 L1}
s2[f ] :=f/. {L2 5 L3, L3 » L2}

(+ skrecone dziatanie grupy Weyla %)
rho=2L1L1+L2;

ri[f_] := Expand[s1[f +rho]-rho/. L3 » -L1-L2]
r2[f_] := Expand[s2[f + rho]-rho /. L3 » -L1-L2]

inlel= Llambda =3 L1+L2;

7= (+ Orbita lambdy przy skreconym dziataniu %)
lambdal = rijlambdaj
lambda2 = r2[lambdaj
lambda21l = r2[lambdal]
lambdal2 = ri[lambda2]
lambdal2l = r2[lambdal2]

out[7= 4 L2
outlgl= L1 -3 L2

outlg= -5L1-61L2

out[10)=
-4L1+21L2

out[11]=
-7TL1-41L2



2

verma.nb

n2l= (+ Rozwiniecie charakteru Un_=Mg
-pierwiastki proste w zapisie multiplikatywnym: a=t2/t1, g=t3/t2,
trzeci pierwiastek ujemny: ap=t3/tl %)

maxdeg = 15;
Unminus = Expand[Normal[Series[l /((1-h a)(1-hg)(L-h"2ag)), th, 0, maxdeg)]]|;
Do[Print[TraditionalForm/Coefficient[Unminus, h, 1i]]], {i, 0, maxdeg}];
Unminus = Unminus /. ¢th > 1, a» t2/t1, g t3/t2}/. t3 5 1 [ (t1t2);
1
a+fB
+2aB+p
C+2dpr2apf+p
d+2ap+3ad*p*+2ap + 5
a5+2a4B+3a3[32+3a2[33+2aﬁ4+[35
®+2ad°p+3d* P +4ac 2 +3%8 +2ap+°
a+2ad®B+3° P +4d* B +4dl 432 +2ap8+5
+2d B+3 P +4a° B +5a* +42B+32 8% +2a8 +°
a9+2a8[3+3a7[32+4a6,83+5a5ﬁ4+5a435+4a3[36+3a2B7+2aﬁ8+ﬁ9
a10+2a93+3a8[32+4a7,83+5a6ﬁ4+6aSBS+5a4[36+4a3B7+3a2[38+2a[39+ﬁ10
12 B+3d° B +4d8 B +5a 4 +6° 8 +6a° P +5a* B +4 B +3a* 2 +2ap 0+
d?+2a B+3a0 P +4° B +5a% 84 +6d B +Tad+6a° B +5a B +4a+328 % +2apt
aP+2a?B+3ad"M P +4d 0B +5 46 +Td BP+TPB +6 B +5a" B +4ap0+3a? g +2ap+p
d*+2aBB+3aP P +4a B +5a0 8 467+ TP +8a B+ T +6° B +5a* B +4 N +3 2P +2ap 8

P+ 2 B+3aB P +4a B +5at B 160+ T8 +8a BT 6B +5a B4 +32 B+ 2a8 M+
nisl= (+ fukcja obliczajaca wspdtczynnik M, przy t¥ «

coef[lambda_, mu_] := Coeff‘iC'ient[Coeff'iC'ient[tl"lambdaﬂl]] t2Alambda[2] Unminus, t1, mu|11]]], t2, mu|12]]]
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In[16]:=

out[17]=

In[18]:=

out[18]=

In[19]:=

out[21]=

In[22]:=

In[23]:=

out[23]=

In[24]:=

Out[24]=

(+ dla lambda =3L1+L2 , mu=-L1-L2 %)
mu={-1, -1};
{coef[{3, 1}, mu], coef[{®, 4}, mu], coef[{l, -3}, mu], coef[{-5, -6}, mu], coef[{-4, 2}, mu], coef[{-7, -4}, mu]}

3,0,1,0,0, 0

(+ krotnod¢ w Vv, %

%.{1, -1, -1, 1, 1, -1}

(+ Schur function = charakter reprezentacji V, %

tt = {t1, t2, t3);

S[lambda_] := Expand[Factor[Det[Table[tt[i]" (lambda+{2, 1, @N[i], {i, 1, 3}, {i, 1, 3}]]/((t1-t2)(t1-t3)(t2-t3))]]
SKH3, 1, 0}

11362+ t12 622+ t1 123+ t213 1342 t12 1213+ 2 t1 122 t3+ 123 3+ t12 3242 t1 12 132+ t22 132+ t1 t33 4 t2 ¢33
(* w zmiennych t1,t2 «

SK3, 1, 0} /. {t3 - 1/(t1 tz)}

1 1 1 2 t1? 5 t22
+2t1l+—— + — + + +2t2+t1°t2+

t1? 1223 22 t13t22 t1t2 t2 t1l

+t1% t22 4 t1 23

Coefficient[Coefficient[%, t1, -1], t2, -1]

verma.nb
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4 verma.nb

In[25]:= (% )
(+ dla lambda =3L1+L2 , mu=-3L1-L2 )
mu ={-3, -1};

{coef[{3, 1}, mu], coef[{®, 4}, mu], coef[{l, -3}, mu], coef[{-5, -6}, mu], coef[{-4, 2}, mu], coef[{-7, -4}, mu]}
%.{l,-1,-1,1, 1, -1}

out[26]=
{0, 0, 0, 0, 0, O}

Out[27]=

n28l= SK3, 1, O} /. {t3 - 1/(t1 tz)}
Coefficient[Coefficient[%, t1, -3], t2, -1]

Out[28]=
1 1 1 2 t12 5 t22 - 5
+2tly —m + F— + + +2t2+t17 2+ + Tl t2°+tl1t2
t12 t12 €23 t2?7 t13t2?2 t1t2 t2 t1
Out[29]=
(0]
In[30]:= (% )
(» dla lambda =3L1+L2 , mu=-3L1-L2 )
mu ={-7, -4};
{coef[{3, 1}, mu], coef[{®, 4}, mu], coef[{l, -3}, mu], coef[{-5, -6}, mu], coef[{-4, 2}, mu], coef[{-7, -4}, mu]}
%.{1, -1, -1, 1, 1, -1}
Out[31]=
6,3,4,1, 1, 1}
Out[32]=



verma.nb 5

n33l= SK3, 1, O} /. {t3 - 1/(t1 t2)}
Coefficient[Coefficient[%, t1, -7], t2, -4]

out[33]=

1 1 1 2 t1? 5 t2?
+2t1ly— + —_ + +212+t1°t2+

t1? 12423 22 t13t22 t1t2 t2 tl

+t12 1224 t1 23

out[34]=



Grupy i Algebry Liego — zadania na 13-go czerwca

(ostatnia szansa na punkty za éwiczenia)

Notacja dotyczaca algebr Clifforfa jest taka jak w moich notatkach, tzn jak w podreczniku Brocker-tom
Dieck 8§I.6

Zadanie 1 Niech z € T'), bedzie elementem grupy Clifforda. Udowodni¢, ze «a(z) i t(x) tez naleza do
grupy I'y.

Zadanie 2 Niech z = t(a(z)). Udowodnié, ze dla z € T'y, mamy zz = zZ.
Zadanie 3 Udowodnié, ze norma N (z) = Zz zadaje homomorfizm N : T';, — R*.

Zadanie 4 Udowodnié, ze algebra Clifforda C(3) = C(R3, —standard) jest izomorficzna z H @ H (z
mnozeniem po wspdlrzednych).

Zadanie 5 [2-periodyczno$¢ nad C] Niech C¢(n) = C(C", —standard) bedzie algebra Clifforda nad
cialem C. Dla algebry A przez Msx2(A) oznaczamy algebre macierzy 2 x 2 o wspdlczynnikach z A.
Udowodni¢

Cc(l)~CaC,

Cc(n +2) ~ Mayxa(Cc(n)) .

Zadanie 6 Niech V = W @ W* ~ C?". Rozwazamy reprezentacje spinorowe AW i AW algebry
50(”, ’l?,) ~ 50(2n) Znaleié Wagl tyCh reprezentacji. Patrz [Fulton-Harris] Proposition 20.15.

Zadanie 7 Skonstruowaé reprezentacje algebry so(2n + 1) o najwyzszej wadze %(Ll + Lo+---+ Ly).

Patrz [Fulton-Harris] Proposition 20.16.



Grupy i Algebry Liego — egzamin pisemny

Prosze podpisaé kartki i podaé rozwiazania z krotkimi uzasadnieniami.

Zad. 1 W zwartej grupie SO(6) C GLg(R) wskazaé torus maksymalny.

Zad. 2 Rozwazmy odwzorowanie exp : g — G i odwzorowanie odwrotne log : U — g okre$lone na
otoczeniu 1 € G. Napisa¢ rozwiniecie log(exp(tX) exp(tY) exp(tZ)) do wyrazéw kwadratowych.

Zad. 3 Niech ¢ : G — GL(V) bedzie reprezentacja grupy zwartej, oraz 1) indukowana reprezentacja
G na V @ V*. Wyrazié¢ charakter ¢ za pomocs charakteru ¢.

Zad. 4 Wskazaé przyklad spojnej grupy Lie oraz jej reprezentacji zespolonej, takiej ze V 2 V*.



Zad. 5 Przypuéémy, ze f(t) = t=3 + 2t? jest charakterem pewnej reprezentacji C* — GL(V). Znalezé
charakter indukowanej reprezentacji Sym?V .

t 0
0 t!
3t2 + 213 + t* jest charakterem pewnej reprezentacji SLy(C)? Czy jest réznicg dwéch charakterow?

Zad. 6 Rozwazmy torus maksymalny ( > w SLo(C). Czy funkcja f(t) =724 2t71 +3 4+ 4t +

Zad. 7 Nasiatce heksagonalnej zaznaczy¢ wagi reprezentacji algebry sls bedacej iloczynem tensorowym
reprezentacji definiujacej i dolgczonej W = C3? ® sls.

Lo

L3

Zad. 8 Wskazaé¢ epimorfizm SLy(C) — SO3(C).



Zad. 9 Niech «, (3 beda pierwiastkami prostymi grupy Sps(C) C GL4(C), |a] > |B]. Oraz niech X € g,,
Y € gg. Wskazaé jak najmniejsze n > 0 takie, ze (ady)"(X) = 0.

Zad. 10 Opisa¢ grupe Weyla gs przez generatory i relacje. Ile ma ona elementéw? Czy jest to jedna z
dobrze znanych grup badanych na podstawowym kursie algebry?

Zad. 11 Obliczyé¢ p = % Yacr, O za pomocy pierwiastkéw prostych dla so5(C).

Zad. 12 Rozwazamy reprezentacje so9(C). Wskazaé reprezentacje zawierajaca V) o najwyzszej wadze
A=5L1 4+ 2L,.



Zad. 13 Rozwazamy grupe SOg(C). Niech @@ C ¢, bedzie krata rozpieta przez pierwiastki. Znalezé
iloraz t,/Q.

Zad. 14 Wypisaé rezolwente Bernsteina-Gelfanda-Gelfanda dla definiujacej reprezentacji C? algebry
5[3(@).

Zad. 15 Dla A = 6L; + 4Ly + 2L3 obliczy¢ charakter reprezentacji SLs(C).

Zad. 16 Niech V = R?, Q(z,y) = 2% + y?. Czy algebra Clifforda C(V, Q) jest przemienna, czy kazdy
element niezerowy jest odwracalny?



Grupy i Algebry Liego — egzamin pisemny

Prosze podpisaé kartki i podaé rozwiazania z krotkimi uzasadnieniami.

Zad. 1 W zwartej grupie SO(7) C GL7(R) wskazaé¢ torus maksymalny.

Zad. 2 Rozwazmy odwzorowanie exp : g — G. Wyrazi¢ exp(tX)exp(—tY) exp(—tX)exp(tY) + O(t3)
za pomoca [X,Y].

Zad. 3 Niech ¢ : G — GL(V) bedzie reprezentacja grupy zwartej, oraz 1) indukowana reprezentacja
G na End(V'). Wyrazi¢ charakter ¢ za pomoca charakteru ¢.

Zad. 4 Wskazaé przyklad spojnej grupy Lie oraz jej reprezentacji, ktéra nie jest polprosta (zawiera
podreprezentacje, ktéra nie jest sktadnikiem prostym).



Zad. 5 Przypuéémy, ze f(t) = t=2 + 2t + t° jest charakterem pewnej reprezentacji C* — GL(V).
Znalezé charakter indukowanej reprezentacji A2V

0

Zad. 6 Rozwazmy torus maksymalny (é t1> w SLy(C). Czy funkcja

fO =t a2t 14t 4282 448

jest charakterem pewnej reprezentacji SLo(C)? Czy jest réznica dwéch charakteréw.

Zad. 7 Wskazaé¢ epimorfizm Sp2(C) — SO5(C)

Zad. 8 Znale7¢ najwicksze n € Z takie, ze Gy zawiera podgrupe izomorficzna z SU(n).



Zad. 9 Niech «, # beda pierwiastkami prostymi grupy Go, |o| > |f|. Oraz niech X € go, Y € gg.
Wskazaé jak najmniejsze n > 0 takie, ze (ady)™(X) = 0.

Zad. 10 Opisaé grupe Weyla sp,(C) przez generatory i relacje. Ile ma ona elementéw. Czy jest to
jedna z dobrze znanych grup badanych na podstawowym kursie algebry?

Zad. 11 Obliczyé¢ p = % Yacr, O za pomocy pierwiastkéw prostych dla sos(C).

Zad. 12 7 aksjomatow systemu pierwiastkow wywnioskowaé jakie moga by¢ katy pomiedzy pierwiastkami.



Zad. 13 Rozwazamy reprezentacje sp,(C). Wskazaé reprezentacje zawierajaca V) o najwyzszej wadze
A=3L1 + Lo.

Zad. 14 Rozwazamy grupe SL4(C). Niech @@ C t* bedzie krata rozpieta przez pierwiastki, a P krata
wag. Znalez¢ iloraz P/Q.

Zad. 15 Wypisaé rezolwente Bernsteina-Gelfanda-Gelfanda dla trywialnej reprezentacji algebry sp,(C).

Zad. 16 Dla A = 5L + 3Ly + L3 obliczy¢ charakter reprezentacji S Ls(C).



