Grupy i Algebry Liego — egzamin pisemny

Prosze podpisaé kartki i podaé rozwiazania z krotkimi uzasadnieniami.

Zad. 1 Niech G C GLg(C) bedzie grupa zachowujaca forme dz; A dzg + dzo A dzs + dzg A dzy. Wskazaé
torus maksymalny.

Odpowiedz: Przeksztalcenie
-1 -1 -1
(Zb 22,23, 24, 25, 26) — (tlZl, t2227 t323, t3 24, t2 25, tl ZG)
zachowuje forme. Jako torus maksymalny mozna wybraé macierze diagonalne

diag(ty, ta, ts,t3 ", t5 ", 17") .

Zad. 2 Rozwazmy odwzorowanie exp : g — G i odwzorowanie odwrotne log : U — g okreslone na
otoczeniu 1 € G. Napisaé rozwinigcie log(exp(tX) exp(—t(X +Y)) exp(tY')) do wyrazéw kwadratowych.

Odpowiedz: —t*1[X,Y].

Ze wzoru exp(A) - exp(B) = exp(A+ B+ 3[A, B +...):
exp(tX) -exp(—t(X +Y)) - exp(tY) =

exp(tX —t(X +Y) + 3[tX, ~t(X +Y)] +...) - exp(tY) =
exp(—tY — 21X, Y]+ ...) -exp(tY) =

exp(—tY — 5[ X, Y] +tY + [tV — L[X, Y], tY] +...) =
exp(—t23[X, Y] +...)

Zad. 3 Niech ¢ : G — GL(V) bedzie reprezentacja grupy zwartej, oraz ¢ indukowana reprezentacja
GnaV®V ®V. Wyrazi¢ charakter ¢ za pomoca charakteru ¢.

Odpowiedz: yvgvey = X%/

Zad. 4 Wskaza¢ przyklad grupy Lie oraz jej reprezentacji zespolonej, takiej ze dim(V) = dim(V @ V)
ale VAV V.

Odpowiedz:
dim(V) = dim(V ® V), wigc dimV = 1. Jako G wezmy C* z dzialaniem na V = C przez
mnozenie ¢ -z =tz



Zad. 5 Przypuéémy, ze f(t) = t=3 + 2t? jest charakterem pewnej reprezentacji C* — G'L(V). Znalezé
charakter indukowanej reprezentacji A3V .

Odpowiedz: dimV = f(1) = 3 zatem dim A3V =1 oraz y,sy =t 2 -t2-t2 =t

Zad. 6 Niech V bedzie reprezentacja definiujaca SL1410(C). Rozlozyé reprezentacje V*®V na reprezentacje
nieprzywiedlne.

Odpowiedz: Niech n = 1410. Zatem V* @V = End(C") = sl, @ { macierze skalarne }. To jest
~C

rozklad na nieprzywiedlne skladniki.

Zad. 7 Zaznaczy¢ wagi reprezentacji Sym?V®@A2V grupy SL3(C), gdzie V jest reprezentacja definiujaca.
Zaznaczy¢ krotnosci.
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Odpowiedz:
Sprawdzamy
dim(Sym?V) = 6, dim(A%V) = 3, wigc dim(Sym?V @ A2V) =6 x 3 = 18

Krotno$¢ « wewnetrznych wag musi spelniaé

3k+9 =18

Zad. 8 Rozwazmy torus maksymalny (té e 8) w SL3(C), (titat3 = 1). Czy funkcja
00

t3
tity b titg b taty F oty F ity F sty 1
jest charakterem pewnej reprezentacji SL3(C)? Czy jest réznica dwbch charakteréw?

Odpowiedz:

Gdyby to byl charakter reprezentacji, to zawieratlaby one reprezentacje najwyzszej wagi
Ly — L3 = 2L + L9, czyli reprezentacje dotaczona. Wtedy krotno$é wagi trywialnej byltaby
co najmniej 2. Powyzsza funkcja jest réznica x.q — Xtriv-



Zad. 9 Niech a, 8 beda pierwiastkami prostymi grupy Ga, |a| < |8|. Oraz niech X € ga, Y € gs.
Wskazaé jak najmniejsze n > 0 takie, ze (ady)"(X) = 0. -

Odpowiedz:
n = 2, co widaé, jak sie narysuje system pierwiastkow.

Zad. 10 Opisa¢ grupe Weyla SO(6) przez generatory i relacje. Ile ma ona elementéw? Czy jest to
jedna z dobrze znanych grup badanych na podstawowym kursie algebry?

Odpowiedz:
System pierwiastkéw SO(6) jest taki sam jak SU(4). Zatem grupa Weyla jest izomorficzna
z grupa permutacji ¥,. Inny opis Z2 x ¥3. Ma 4! = 4 x 3! elementéw.

Zad. 11 Rozwazmy reprezentacje grupy SO5(C): reprezentacje definiujaca V' i dolaczona. Zaznaczyé

wagi reprezentacji Sym?V* @ sos. Mozna pominaé¢ krotnosci.
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Odpowiedz: Najwyzsza waga jest réwna 2L, + (L1 + L2) =3L; + Lo.
~ ——

Sym?2V* 505

Zad. 12 Przedstawié¢ reprezentacje Hom (Sym3(C?), Sym?(C?)) grupy SL2(C) jako sume reprezentacji
nieprzywiedlnych.

Odpowiedz:

Hom (Sym3(C?), Sym?3(C?)) ~ (Sym3(C?) ® Sym?3(C?))

Xsyms =t 2+t 1+t 413

Xsymd@syms = 2+t 1+t +13)2 =70+ 2074 + 372 4 4 + 3¢2 4 2t* + 40
Sym? @ Sym3 = Symb @ Sym* @ Sym? & Sym°



Zad. 13 Rozwazamy grupe SOg(C). Niech QV C t bedzie krata dualna do pierwiastkéw. Znalezé iloraz
QY /tz.

Odpowiedz:
QY /ty ~ Z(S0s) ~ {Id,—1d} ~ Zs
lub bezposredni rachunek: tz; = Z*, Q¥ = lin{e, e, e3, e4, %(61, +eg +e3+eq)}.

Zad. 14 Wypisaé rezolwente Bernsteina-Gelfanda-Gelfanda dla reprezentacji Sym?3(C?) algebry sly(C).

Odpowiedz: Najwyzsza waga reprezentacji Sym3(C?) jest A = 3L;. Odbicie w —p = —L;
jest réwne s1.3L1 = 51(3L1 + Ll) — Ly = -51,4.

0— Vi.sz, — Var, — Sym3(C?) — 0

Zad. 15 Wypisaé charakter reprezentacji Sym”(C?) grupy SLo(C). Sprawdzié¢ bezpoérednim rachunkiem,
ze jest on réwny funkcji Schura dla odpowiedniej A € N? i podstawienia ¢ty = t, to = ¢t 1.

Odpowiedz:
Dla A = (k,0) funkcja Schura jest rowna
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t1 =12 t1 — 12 a+b=k

Po podstawieniu

Rt et = g

Zad. 16 Wskazaé¢ niezerowy element algebry Clifforda (dla odpowiednio duzego n), ktéry nie jest
odwracalny.

Odpowiedz:
Niech z = ejeze3. Mamy 22 = 1. Ponadto z # +1. (1+2)(1 —2) = 12 — 2% = 0. Zatem elementy
(1+ z) oraz (1 — z) nie sa odwracalne.



