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Uzasadnianie podzielnosci

Podczas ponizszego seminarium rozwiazemy szereg nietrudnych zadan, wymagajacych od rozwiazujacego przed-
stawienia uzasadnienia. Forma prezentacji zadan nie jest typowa, ale zwréci¢ ma uwage na strukture zadania
i sprawi¢, zeby nawet na znane motywy zadaniowe (ze zbioréw czy zawodéw) spojrzeé z nieco innej perspektywy.

Zadanie 1 (Matematyczne Gwiazdki, Joanna i Jerzy Bednarczuk).

Podaj najmniejszq
liczbe 10-cyfrowg
zapisang roznymi cyframi,
ktora dzieli sie przez 36.

Komentarz. Wprawdzie zadanie wymaga jedynie wskazania liczby spelniajacej warunki, to odpowiedz wymaga
przedstawienia uzasadnienia, dlaczego wskazana liczba jest najmniejsza. Czy w rozwiazaniu powyzszego za-
dania bedziemy w stanie przedstawi¢ formalne uzasadnienie? Warto sie nad tym zatrzymac i przedyskutowaé
dopuszczalnosé kroku, ktory na uzytek tego seminarium nazywam argumentem oczywistym w kontekscie zadania.

ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze kazda liczba 10-cyfrowa zapisana réznymi cyframi jest podzielna przez 9, poniewaz
suma jej cyfr to
0+1+24+34+44+54+6+7+8+9=45.

Wystarczy zatem znalezé najmniejsza taka liczbe 10-cyfrowa zapisana réznymi cyframi, ktora jest podzielna
przez 4. Istotnie, podzielnos$¢ przez 36 jest réwnowazna podzielnosci przez 4 i przez 9. Tego argumentu na OMJ
nie trzeba uzasadniaé. Jest on traktowany, jako oczywisty w kontekscie tego zadania, cho¢ tatwo przedstawi¢ for-
malny dowdd choéby za pomoca argumentéw algebraicznych. Uczestnik zapewne nie widzialby takiej potrzeby.

Zauwazmy, ze najmniejsza liczba 10-cyfrowa, ktéra mozna zapisaé¢ réznymi cyframi jest rowna
1023456789.

Ten argument nie wymaga dowodu. Réwniez traktujemy go jako oczywisty w kontekscie tego zadania, choé
powdd jest nieco inny, niz powyzej, gdzie bez zadnego problemu umiemy przedstawié¢ formalne uzasadnienie.
Réwniez teraz jest to mozliwe, ale bardziej pracochlonne (prosze sprébowaé zapytaé chatu GPT).

Widzimy zatem, ze poszukiwana przez nas liczba jest wicksza od powyzszej. Twierdzimy, ze najmniejsza liczba
podzielna przez 4 wigksza od powyzszej liczby, jest liczba

1023457896.

Korzystamy z cechy podzielnosci, ktéra méwi, ze liczba jest podzielna przez 4 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba
utworzona z jej dwoch ostatnich cyfr jest podzielna przez 4. Gdyby jakakolwiek liczba podzielna przez 4 byla
mniejsza od powyzszej, wéwczas musielibysSmy ja utworzyé z cyfr réznych od 0, 1,2, 3,4, 5, poniewaz wykorzy-
stanie ktorejkolwiek z nich utworzyloby wigksza liczbe, niz wskazana 1023457896.

Po raz kolejny zatrzymujemy sie przy argumencie oczywistym w kontekscie zadania. Tak wystowiony argument
przekonuje nas, ze rozwiazujacy rzeczywiscie widzi, dlaczego wykorzystanie jednej z cyfr 0,1,2,3,4,5 do uzy-
skania koncéwki podzielnej przez 4 nie poprawi uzyskanej wczesniej liczby podzielnej przez 4. Uczen wskazuje,
ze widzi jak ograniczy¢ duza liczbe przypadkéw i potrafi nas przekonaé, ze pozostaje ich niewiele.

Zatem pozostaja do rozwazenia liczby dwucyfrowe o réznych cyfrach utworzone z cyfr 6,7,8,9 i podzielne
przez 4, czyli — poza 96 — jedynie 68 oraz 76. Wtedy jednak uzyskujemy liczby wicksze niz 1023457896:

1023458796, 1023458976, 1023459876, 1023457968 1023459768.

Uzasadnienie jest zakonczone.

A gdyby uczen napisat tylko: Odpowied? to 1023457896, bo suma cyfr jest podzielna przez 9, a koricéwka to 96.
Jesli zamienimy cyfry, to musimy dostaé wiekszq liczbe. Jak to ocenimy? Czy jest to poprawne rozwiazanie?
Czy rozwiazujacy przekonal nas, ze rozumie? Jest to dylemat przy wyborze i ocenie zadan konkursowych.



Zadanie 2 (Matematyczne Gwiazdki, Joanna i Jerzy Bednarczuk).

Ile jest takich
100-cyfrowych liczb
ktorych iloczyn cyfr
jest rowny 6

i ktore sq parzyste?

Komentarz. Po raz kolejny nalezy przedstawi¢ odpowiedz liczbowa, poparta jednak uzasadnieniem. Jest to za-
danie, w ktérym mamy zlicza¢ obiekty majace pewne cechy. Podstawowym sposobem postepowania w takiej
sytuacji jest podzielenie zbioru wszystkich tych obiektow na roztaczne podzbiory, ktore tatwo policzy¢. Innymi
stowy — to klasyczne zadanie, w ktérym rozpatrujemy przypadki (nalezy tez sprawdzié, czy sie nie wykluczaja).

ROzWIAZANIE. Jesli liczba naturalna ma iloczyn cyfr réwny 6, to cyfry te naleza do zbioru {1,2,3,6}.

Na mocy cechy podzielnoéci przez 2, cyfra jednosci liczby parzystej jest réwna 0,2,4,6 lub 8. Zatem cyfra jed-
nodci kazdej z rozwazanych liczb jest réwna 2 lub 6. Przypadki te oczywiscie wykluczaja si¢ wzajemnie.

Jedli cyfra jednosci jest rowna 6, to liczba 100-cyfrowa o iloczynie cyfr rownym 6 ma postaé

111...16.
—_—
99 cyfr

Zatem jest tylko jedna liczba spelniajaca warunki zadania z cyfra jednosci 6.

Mamy tez 99 liczb spelniajacych warunki zadania, ktérych cyfra jednosci jest 2. Kazda z tych liczb ma w zapisie
dziesigtnym jedna cyfre 2 (na koticu), jedna cyfre 3 — na jednej z 99 pozycji oraz 98 cyfr réwnych 1.

Odpowiedz. Jest dokladnie 100 liczb spelniajacych warunki zadania. |

Zadanie 3 (Matematyczne Gwiazdki, Joanna i Jerzy Bednarczuk).

Czy z liczb
1,2,3,4,5,6,7,8,10
mozna utozyc
kwadrat magiczny?

Sformulowanie tego zadania mozna przetlumaczyé na jezyk matematyczny pytajac: czy istnieje rozwigzanie
uktadu réwnan liniowych o 9 zmiennych a, b, c,d, e, f, g, h,i postaci

a+b+c=d+e+f=g+h+i=a+d+g=b+e+h=c+f+i=a+e+i=c+e+g,
takie, ze liczby a,...,7 sa w pewnej kolejnosci réwne 1,2,3,4,5,6,7,8,10.

W matematyce, w szczegdlnosci w Olimpiadzie, wystepuje wiele obiektéw i dzialan typu tabele, grafy, ko-
lorowania, przestawiania, ktore sa w istocie reprezentacjami pewnych precyzyjnie okreSlonych obiektow czy
operacji. Nie zawsze w zadaniu sa one definiowane precyzyjnie — choéby pojecia rzedu czy kolumny tabeli
nie wprowadzamy jako definicji szkolnej. Stwierdzenie, ze prostokatna tabela z wpisanymi w nia obiektami jest
w istocie reprezentacja funkcji ze zbioru par liczb naturalnych do zbioru obiektéw jest bezcelowe. Zakladamy
tym samym, ze i uczestnik rozwigzujacy zadanie tworzy¢ moze wlasne reprezentacje, korespondujace z przed-
stawiong w tresci. Istotne jest jednak, by nie staly one w sprzecznosci z kontekstem zadania, na przykltad —
za bledne uznane bedzie zwykle w naturalnym kontekscie (gdy nie ma precyzyjnego wskazania odstepstwa od
normalnego rozumienia) rozpatrywanie tablicy 10 obiektéw, w ktérej pierwszy rzad ma 6 obiektéw, a drugi — 4.

W ponizszym rozumowaniu uzywamy schematu dowodu nie wprost.

ROZWIAZANIE. Przypusémy nie wprost, ze taki kwadrat istnieje. Woéwczas suma wyrazéw tego kwadratu jest
rowna 46. Tymczasem sumy wyrazow w kazdym wierszu rozwazanego kwadratu magicznego musza by¢ catkowite
i réwne 1/3 calej sumy, co w rozwazanym przypadku jest niemozliwe, poniewaz 46/3 nie jest liczba catkowita.
Sprzecznosé. Kwadrat magiczny o wlasnosciach opisanych w zadaniu nie istnieje. |



Zadanie 4 (Matematyczne Gwiazdki, Joanna i Jerzy Bednarczuk).

Czy cyfry

1,2,3,4,5,6

mozna ustawié

w takiej kolejnosci,

aby otrzymaé 6-cyfrowq
liczbe pierwszq?

ROZWIAZANIE. Przypu$émy nie wprost, ze istnieje liczba 6-cyfrowa spelniajaca warunki zadania. Wéwczas suma
cyfr tej liczby rowna jest 21. Liczba ta jest zatem podzielna przez 3, zgodnie z cecha podzielnosci. Jedyna liczba
pierwsza podzielna przez 3 jest jednak liczba 3, ktéra jest jednocyfrowa. Rozwazana liczba ma natomiast szes¢
cyfr. Uzyskana sprzeczno$¢ oznacza, ze nie istnieje liczba spelniajaca warunki opisane w tresci zadania. |

Warto przyjrze¢ si¢ modyfikacji tego zadania.

Czy cyfry

1,2,3,4,5,6

mozna ustawic

w takiej kolejnosci,

aby otrzymac 6-cyfrowa
liczbe podzielng przez 117

W tym przypadku przydatna jest notacja liczby w zapisie dziesietnym postaci abedef, gdzie a,b,c,d, e, f sa
cyframi. Zgodnie z cechg podzielnoéci przez 11 oczekujemy, ze spelniony bedzie warunek

ja—b+c—d+e—f.

Ten argument na OMJ nie wymaga uzasadnienia, cho¢ cecha podzielnosci przez 11 rzadko wystepuje w szkole.
Dowdd jest prosty. Mamy bowiem:

abede f = 100000a+ 100000+ 1000c¢+100d + 10e+ f = 100001a+9999b+1001c+99d+11e+ f — (a—b+c—d+e).
Zauwazmy jednak, ze
—9=1424+3-4-5-6<a—-b+c—d+e—f<4+54+6-1-2-3=09.

Zatem aby liczba a — b+ ¢ — d + e — f byla podzielna przez 11, musi by¢ réwna 0. To jest jednak niemozliwe.
Parzystos¢ tej liczby jest bowiem taka sama, jak parzystosé liczby

a+b+ct+d+e+f=(a—b+c—d+e— f)+2b+2d+ 2f.

Natomiast suma a+ b+ c+d+ e+ f réwna jest 21, czyli jest liczba nieparzysta. Uzyskana sprzecznosé oznacza,
ze réwniez w rozwazanej modyfikacji liczba spelniajaca warunki zadania nie istnieje.

Zadanie 5 (Matematyczne Gwiazdki, Joanna i Jerzy Bednarczuk).

Kazda sposréd pewnych
szesciu roznych cyfr
jest niezerowa.

Czy mozna te cyfry

zapisacé w takiej kolejnosci,
aby otrzymaé 6-cyfrowq liczbe
podzielng przez 47

Komentarz. Zadanie to mozna uznaé z formalnego punktu widzenia za niezbyt fortunnie sformutowane. Prze-
ciez nie wiemy jakie to sa owe pewne rézne cyfry. Jesli sa to cyfry 1,2, 3,4,5,6, to oczywiscie odpowiedz brzmi:
mozna — bierzemy liczbe 654312. Treé¢ zadania jest jednak specjalnie napisana w ten sposéb, aby sprawdzié,
czy rozwigzujacy umie dostrzec, ze w istocie nalezy rozstrzygnaé, czy dla kazdych szesciu réznych niezerowych
cyfr istnieje taka liczba 6-cyfrowa zapisana tymi cyframi, ktéra jest podzielna przez 4. Formalne sformulowanie
ma wiec posmak znany choc¢by z elementow analizy. Taki jezyk stosowany w szkole podstawowej nie jest jeszcze
zrozumialy. Stad sformulowanie naraza si¢ by¢ moze na watpliwodci, ale jest uzasadnione od strony dydaktycznej.



RozwiAZANIE. Odpowiedz jest negatywna. Istnieje bowiem taka szdéstka réznych niezerowych cyfr 1,3,4,5,7,9,
ze z tych konkretnych szesciu cyfr nie mozna ulozy¢ liczby podzielnej przez 4.

Przypusémy przeciwnie, ze liczbe 6-cyfrowa n podzielna przez 4 mozna ulozyé z réznych cyfr 1,3,4,5,7,9.
Woéwczas na mocy cechy podzielnosci przez 4, liczba utworzona z dwoéch ostatnich cyfr liczby n musi by¢
podzielna przez 4. Jednak z réznych cyfr 1,3,4,5,7,9 nie mozna utozy¢ liczby dwucyfrowej podzielnej przez 4.
Liczba taka musiataby byé parzysta, a wiec réwna jednej z liczb 14,34, 54, 74,94. Zadna z tych liczb nie jest
jednak podzielna przez 4. Uzyskana sprzecznosé dowodzi, ze odpowiedZ postawiona na pytanie w zadaniu jest
negatywna. |

Zadanie 6 (Matematyczne Gwiazdki, Joanna i Jerzy Bednarczuk).

Dane sqg

liczby naturalne a,b, c
spetniajgce warunek
a-b-c=71286.

Uzasadnijg, ze

co najmniej jedna

z suma+b,b+c

nie jest podzielna przez 3.

Komentarz. Zadanie to stanowi prosty przyklad sytuacji, gdy interesujg nas warunki podzielnosci sum liczb.

ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze suma cyfr liczby 71286 jest réwna 24, czyli jest to liczba podzielna przez 3, ale nie
przez 9. Stad iloczyn abc jest liczba podzielna przez 3, ale nie przez 9. Wynika stad, ze dokltadnie jedna z liczb
a, b, c jest podzielna przez 3.

Gdyby kazda z liczb a + b, b + ¢ byla podzielna przez 3, wéwczas:
e gdyby a byla podzielna przez 3, to réwniez (a 4+ b) — a = b, bylaby podzielna przez 3,
e gdyby b byla podzielna przez 3, to réwniez (b + ¢) — b = ¢, bylaby podzielna przez 3,
e gdyby ¢ byla podzielna przez 3, to réwniez (b + ¢) — ¢ = b, bylaby podzielna przez 3.

Wymienione wyzej przypadki sa wszystkimi mozliwymi realizacjami zdania ,dokladnie jedna z liczb a, b, ¢ jest
podzielna przez 3.” Z drugiej strony w kazdy z tych przypadkéw wnioskujemy, ze zdanie to nie zachodzi, co
prowadzi do sprzecznosci ze stwierdzeniem, ze kazda z liczb a+b, b+ ¢ jest podzielna przez 3. Zatem co najmniej
jedna z tych sum nie jest podzielna przez 3. [ |

Zadanie 7 (Matematyczne Gwiazdki, Joanna i Jerzy Bednarczuk).

Z cyfr1,2,...,8 utworzono
dwie liczby 4-cyfrowe,
wykorzystujec kazdg cyfre
doktadnie raz.

Wykaz, ze
suma uzyskanych liczb
jest podzielna przez 9.

Komentarz. W tym zadaniu korzystamy z tak zwanej uogdlnionej cechy podzielnosci przez 9. Nie jest to fakt
z podstawy programowej czy wigkszosci programéw matematyki w szkole podstawowej, ale jest to fakt, ktéry
bezposrednio z podstawy wynika i uzasadniany jest tak samo, jak cecha podzielnoéci przez 9. Oto on.

Reszta z dzielenia liczby naturalnej n przez 9 réwna jest reszcie z dzielenia przez 9 sumy cyfr liczby n.

W przypadku liczby czterocyfrowej abed uzasadnienie jest natychmiastowe:
abed = 1000a 4 1006 + 10c +d = 9(111a + 11b+¢) + (a + b+ ¢+ d).

Korzystamy réwniez z tego, ze jesli znamy reszte r z dzielenia przez liczbe 9 liczby a oraz reszte s z dzielenia
przez 9 liczby b, to reszta z dzielenia liczby a + b przez 9 jest réwna reszcie z dzielenia liczby r 4 s przez 9.
Istotnie, jesli a = 9k +r oraz b = 91+ s, to a+b = 9(k+1) + (r + s). Reszty z dzielenia przez 9 liczb rézniacych
sie 0 pewna wielokrotnosé 9 sa natomiast réwne.



Tego typu dowod6w nie trzeba na OMJ przedstawiaé, choé trafiaja one czasem do oficjalnych rozwigzan w ra-
mach uzupelnienia. Rezultaty te traktujemy jako zawarte w pozycji z programu merytorycznego OM.J:

Zwigzek pomiedzy resztami z dzielenia sumy
(odpowiednio: iloczynu) liczb calkowitych przez dang liczbe,
a resztami z dzielenia przez te liczbe poszczegolnych skladnikow tej sumy
(odpowiednio: czynnikdéw tego iloczynu,).

RozwIAZANIE. Korzystajac z uogdlnionej cechy podzielnosci przez 9 stwierdzamy, ze jesli utworzone liczby
4-cyfrowe sg rowne abed, efgh, to reszta z dzielenia liczby abed + efgh przez 9 rowna jest reszcie z dzielenia
przez 9 liczby:

(a+b+ct+d+(e+f+g+h)=14+2+3+4+546+7+8=45.

Reszta z dzielenia liczby 45 przez 9 jest oczywiscie réwna 0. Zatem liczba abed + e fgh jest podzielna przez 9. B

Zadanie 8 (0Obdz Naukowy OMJ).

Na tablicy napisano
trzy liczby trzycyfrowe
o sumie rownej 1000.

Wszystkie uzyte cyfry byly rézne.
Jakiej cyfry nie uzyto?
Odpowied% uzasadnij.

ROzZWIAZANIE. Ponownie korzystamy z uogélnionej cechy podzielnosci przez 9, tym razem dla dowolnych liczb
naturalnych. Oznaczmy zapisane liczby jako
abe,def, ghi.

Mamy zatem

abc + def + ghi = 100a + 10b + ¢ + 100d + 10e + f + 100g + 10h + i =
=9(1la+b+1ld+e+1lg+h)+(a+b+c+d+e+ f+g+h+i)=1000.

Widzimy zatem, ze liczby
abc +def +ghi, a+b+c+d+e+f+g+h+i, 1000

daja te sama reszte z dzielenia przez 9, czyli 1. Jedli przez x oznaczymy cyfre, ktérej nie uzyto w zapisie liczb

abe, def, ghi to mozemy zapisa¢ warunek
45 —-x=0+142+...49—-z=a+b+c+d+e+f+g+h+i.

Liczba 45 — x daje przy dzieleniu przez 9 liczbe 1 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 8. Jest to zatem szukana cyfra.
|

Zadanie 9 (Test OMJ).

Na tablicy napisano
siedem roznych liczb calkowitych.

Uzasadnij, ze
suma pewnych czterech sposrdd nich
jest podzielna przez 2.

Komentarz. W rozwiazaniu tego zadania po raz kolejny wykorzystamy argument egzystencjalny, czyli uzasad-
nimy istnienie pewnego obiektu bez wskazywania go ani bez rozwazania réznego typu przypadkéw. Korzystaé
bedziemy z argumentu zwanego czasem zasadq szufladkowqg. Mowi on, ze je$li mamy wiecej niz km obiektéw
o m réznych wlasnosciach, gdzie k > 1, to pewne k + 1 z tych obiektéw maja te sama wlasno$é (jedna z m).
Dla przykladu: wéréd 7 > 3- 2 liczb naturalnych pewne 34 1 = 4 sa parzyste lub nieparzyste (tu k = 3,m = 2).

RozwiAzZANIE. Wéréd kazdych siedmiu liczb catkowitych sa co najmniej cztery liczby parzyste lub co najmniej
cztery liczby nieparzyste. Rzeczywiscie, gdyby zaréwno liczb parzystych, jak i nieparzystych bylo co najwyzej
trzy, to lacznie na tablicy mogtoby by¢ napisanych co najwyzej szeéc¢ liczb, podczas gdy jest ich siedem. Pozostaje
zauwazy¢, ze suma czterech liczb parzystych oraz suma czterech liczb nieparzystych sa liczbami parzystymi. B



Zadanie 10 (Test OMJ).

Rozstrzygnij, czy istnieje
dodatnia liczba calkowita n
o nastepujgcej wiasnosci:

mozna tak przestawié cyfry
zapisu dziesietnego liczby 2™,
aby otrzymac pewng catkowitq potege liczby 3.

ROzZWIAZANIE. Jezeli n jest dodatnia liczbg calkowita, to liczba 2™ nie jest podzielna przez 3. Wobec tego takze
suma cyfr zapisu dziesietnego liczby 2" nie jest podzielna przez 3. Tymczasem liczba bedaca dodatnig calkowita
potega liczby 3 jest podzielna przez 3, a wiec suma cyfr jej zapisu dziesietnego jest liczba podzielng przez 3. B

Zadanie 11 (Test OMJ).

Kazda cyfra
pewnej 9-cyfrowej liczby n
jest rowna 2 lub 5.

Uzasadnijg, ze
liczba n jest podzielna przez 3.

RozwiazANIE. Kazda z liczb 2 = 3—1, 5 = 6—1 jest o 1 mniejsza od liczby podzielnej przez 3. Wobec tego suma
dziewieciu liczb, z ktérych kazda jest réwna 2 lub 5, jest o 9 mniejsza od sumy dziewieciu liczb podzielnych
przez 3. To oznacza, ze suma cyfr liczby n jest podzielna przez 3 i w konsekwencji — réwniez liczba n jest
podzielna przez 3. |

Zadanie 12 (Test OMJ).

Rozstrzygnij, czy istniejq
cztery kolejne liczby calkowite,
ktorych suma jest

podzielna przez 20.

ROZWIAZANIE. Suma czterech kolejnych liczb catkowitych, najmniejsza z ktorych jest n, wynosi
n+(n+1)+n+2)+(n+3)=4n+6=2(2n+ 3).

Dla kazdej liczby calkowitej n liczba 2n + 3 jest nieparzysta, wiec liczba 2(2n + 3) nie jest podzielna przez 4.
Nie jest to wiec takze liczba podzielna przez 4 - 5 = 20. |

Zadanie 13 (Test OMJ).

Wykaz, ze

z kazdych pieciu

dodatnich liczb catkowitych
mozna wybrac takie trzy,
ktorych suma jest
podzielna przez 3.

ROzZWIAZANIE. Rozwazmy dowolne pie¢ liczb catkowitych i obliczmy reszty z dzielenia tych liczb przez 3.
Sa dwa mozliwe przypadki.

e Pewna reszta r pojawia sie co najmniej trzykrotnie. Wybierzmy dowolne trzy liczby dajace te reszte
z dzielenia przez 3, tzn. liczby postaci 3a + r, 3b + 7, 3c + r dla pewnych liczb catkowitych a, b, c. Suma
wybranych liczb jest réwna (3a +7) + (3b +7) + (3¢ +r) = 3(a + b+ ¢ + 1), wiec jest to liczba podzielna
przez 3.

e Kazda z reszt 0, 1, 2 pojawia sie co najwyzej dwukrotnie. Skoro liczb jest pie¢, to kazda z tych reszt pojawia
sie co najmniej raz. Wybierzmy po jednej liczbie dla kazdej z tych reszt, tzn. liczby postaci 3a, 3b + 1,
3¢ + 2 dla pewnych liczb calkowitych a, b, c. Suma tych trzech liczb jest réwna 3a + (3b+ 1) + (3¢ +2) =
3(a+b+c+1), wiec jest liczba podzielng przez 3.



Zadanie 14 (207 dowoddéw matematycznych w dwdch krokach, Maria Medrzycka).

Wykaz, ze 5 jest

jedyng liczbg pierwszg p,

dla ktorej liczba 3p + 1

jest kwadratem liczby naturalnej.

ROZWIAZANIE. Rozwazmy dowolna liczbe pierwsza p i przypusémy, ze 3p+1 = n2, dla pewnej liczby naturalnej n.
Mamy zatem ze wzoru na réznice kwadratéw 3p = n? — 1 = (n — 1)(n + 1). Liczba p jest pierwsza, wiec mamy
tylko cztery przypadki do rozwazenia:

en—1=3in+1=p,
en—1l=pin+1=3,
en—1=1in+1=3p,
en—1=3pin+1=1.

W pierwszym przypadku n =4 ip=>5. W drugim — n = 2 i p = 1, ktéra to nie jest liczba pierwsza. Rowniez
w przypadkach trzecim i czwartym tatwo sprawdzamy, ze p nie jest liczbg pierwsza. Dowdd jest zakonczony. B

Zadanie 15 (207 dowoddw matematycznych w dwdch krokach, Maria Medrzycka).

Wykaz, ze
istnieje tylko jedna
liczba pierwsza p,
taka ze obie liczby
p+8 orazp+ 10
$q pierwsze.

RozwiAZANIE. Oczywiscie liczba p = 2 nie spelnia warunkéow zadania. Spelnia je natomiast liczba p = 3, gdyz
p+ 8 =11 oraz p + 10 = 13 sa liczbami pierwszymi.

Przypusémy, ze dla liczby pierwszej p > 3 liczby p+8 oraz p+10 sa pierwsze. Skoro p nie jest podzielna przez 3, to
p = 3k+1lub p = 3k+2. W pierwszym przypadku jednak liczba p+8 = 3k+1+48 = 3(k+3) jest liczba zlozona,
jako liczba podzielna przez 3 1 wigksza od 3. W drugim natomiast przypadku liczba p410 = 3k+2+10 = 3(k+4)
jest liczba podzielng przez 3 i zlozona. Uzyskujemy sprzecznosé. ]

Zadanie 16 (OMJ, zawody II stopnia).

Wyznacz wszystkie takie
dodatnie liczby calkowite n,
dla ktorych obie liczby
n?+n+1orazn®+n+3
$q pierwsze.

ROZWIAZANIE. Dla n = 1 obie liczby sg pierwsze: wynosza odpowiednio 3 i 5. Dlan =2 mamy n2 +n+3 =9.
Wykazemy, ze dla n > 2 co najmniej jedna z liczb n? +n+1, n? +n+ 3 jest ztozona. Jesli liczba n jest podzielna
przez 3 lub przy dzieleniu przez 3 daje reszte 2, to liczba n? + n + 3 = n(n + 1) + 3 jest podzielna przez 3.
Poniewaz liczba n? 4+ n + 3 jest wieksza od 3, wiec jest ztozona. Jedli za$ liczba n przy dzieleniu przez 3 daje
reszte 1, to liczba n? 4+ n + 1 jest podzielna przez 3. Dla n > 2 liczba n? + n + 1 jest wicksza od 3, a wiec jest
ztozona. |

Zadanie 17 (OMJ, zawody I stopnia).

Wyznacz wszystkie takie
liczby naturalne n, zZe liczba 11...199...9 jest pierwsza.
S——

n n
ROZWIAZANIE. Jedyna taka liczba jest n = 1, gdy otrzymujemy liczbe 19. Jesli n > 2, to ponizsza liczba jest
iloczynem dwdch liczb catkowitych wigkszych od 1, wigc jest liczba ztozona.

11...199...9=11...100...0+99...9=11...1-100...09.
S~ Y Y Y~ =

n n n n n n n—1



Zadanie 18 (0bdz Naukowy OMJ).

Znajdz wszystkie

liczby szeSciocyfrowe

postaci aaabbb,

ktore sq kwadratami liczby catkowites.

ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze
aaabbb = 111 - a00b = 111(1000a + b).

Zapiszmy 111 jako iloczyn liczb pierwszych 3 - 37. Obie te liczby dziela aaabbb, wiec aby byla ona kwadratem,
zachodzi¢ musi podzielno$é
32.37% | aaabbb; czyli 111]1000a + b.

Skoro

1000a +b=9-11la+a+b,
to z powyzszej podzielnosci wynikaloby réwniez, ze liczba 111 jest dzielnikiem liczby a + b, co nie jest mozliwe,
gdyz 1 < a + b < 18. Zatem zadna liczba postaci aaabbb nie jest kwadratem liczby catkowite;j.

Zadanie 19 (OMJ, zawody I stopnia).

Do pewnej dodatniej liczby calkowitej n
dopisano na korcu pewng cyfre,
uzyskujgc w ten sposob liczbe

13 razy wiekszq od liczby n.

Wyznacz wszystkie
liczby n o tej wlasnosci.

ROzZWIAZANIE. Jezeli na konicu liczby n dopiszemy cyfre ¢, to otrzymamy liczbe 10n 4+ ¢. Wobec tego warunek
zadania mozna zapisa¢ jako 10n + ¢ = 13n, czyli ¢ = 3n. Jednak c jest cyfra, wiec ¢ < 9. W zwiazku z tym
3n <9, czyli n < 3. Zatem liczba n moze przyjmowaé jedynie wartosci 1, 2 lub 3.

7Z drugiej strony, dopisujac po prawej stronie kazdej z liczb 1,2, 3 odpowiednio cyfry 3, 6,9, uzyskujemy kolejno
13,26, 39, a wiec liczby 13 razy wieksze od wyjsciowych. Zatem wszystkie liczby n o opisanej wlasnoéci to 1,2, 3.
|

Zadanie 20 (Folklor).

Dana jest prostokgtna
tablica liczb
o wymiarach 20 x 19.

Rozstrzygnij, czy

w kazdg komorke tej tablicy
mozna wpisac

dodatnig liczbe catkowitq

tak, aby suma liczb
w kazdym wierszu
oraz suma liczb

w kazdej kolumnie
byla liczbg pierwszq.

ROZWIAZANIE. Przypusémy nie wprost, ze teza jest prawdziwa. Kazda z sum liczb wpisanych w wiersze i ko-
lumny jest liczba nieparzysta, gdyz jest to liczba pierwsza wicksza od 2.

Zauwazmy, ze suma liczb wpisanych w wiersze (wszystkie) réwna jest sumie liczb wpisanych w kolumny — jest
to po prostu suma liczb wpisanych w calg tablice. Z jednej strony mamy 20 wierszy, wiec suma liczb w tablicy
jest suma 20 liczb nieparzystych — czyli liczbg parzysta, a z drugiej strony — mamy 19 kolumn, wiec suma liczb
w calej tablicy jest suma 19 liczb nieparzystych, czyli liczba nieparzysta. Uzyskaliémy sprzeczno$¢ z zalozeniem,
ze sumy wyrazéw wpisanych w kazdy wiersz i w kazda kolumne sa pierwsze. |

Uwaga. Rozwigzania zadan z testu oraz zawodéw OMJ zostaly przeze mnie zacytowane ze strony Olimpiady.



