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Oto zadanie

Na bokach AB i BC kwadratu ABCD
lezg takie punkty, odpowiednio, F i E,
ze AF = BE.




Oto zadanie

Na bokach AB i BC kwadratu ABCD
leza takie punkty, odpowiednio, F i E,
ze AF = BE.

Na zewnatrz kwadratu ABCD
zbudowano kwadraty AFIJ oraz CEGH.




Oto zadanie

Na bokach AB i BC kwadratu ABCD
leza takie punkty, odpowiednio, F i E,
ze AF = BE.

Na zewnatrz kwadratu ABCD
zbudowano kwadraty AFIJ oraz CEGH.

Wykaz, ze tréjkaty DEF i BHJ
maja réwne pola.




CO WIDZISZ?



Podejscie pierwsze — liczymy!

Niech x = AF = BE oraz a= FB = CE.

a—+x




Podejscie pierwsze — liczymy!
Niech x = AF = BE oraz a= FB = CE.

[DEF] = [ABCD] — [AFD] — [BEF] — [CDE].
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Podejscie pierwsze — liczymy!
Niech x = AF = BE oraz a= FB = CE.

[DEF] = (a + x)? — % ala+x)+x(a+x)+ax) = %(32 + x2 + ax).
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Podejscie pierwsze — liczymy!
Niech x = AF = BE oraz a= FB = CE.

[BHJ] = %((a + 2x)(2a + x) — a(a + x) — x(a + x) — 2ax)
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Podejscie pierwsze — liczymy!
Niech x = AF = BE oraz a= FB = CE.

[BHJ] = %((a+ 2x)(2a + x) — a(a + x) — x(a + x) — 2ax)
= %(232 +ax+4ax +2x%2 — 3% —ax — ax — x? — 2ax) = %(a2 + x2 + ax).

a—+x




Morat 1. Tak mozna rozwigzywaé wiele zadan! Warto ich poszukac...
XIX OMJ, Il etap, Zadanie 4.

Punkty K, L, M, N leza odpowiednio
na bokach AB, BC, CD, DA kwadratu ABCD.

Odcinki KL, MN, LN dziela ten kwadrat na
cztery figury o rébwnych polach.

Udowodnij, ze odcinki KL, MN, KM
réwniez dzielg ten kwadrat
na cztery figury o réwnych polach.




Morat 1. Tak mozna rozwigzywaé wiele zadan! Warto ich poszukac...
XVII OMJ, Il etap, Zadanie 4.

W pieciokacie wypuktym ABCDE spetnione s3 réwnosci
J CDE =90°, AC = AD oraz BD = DE.

Wykaz, ze tréjkat ABD i czworokat ABCE maja réwne pola.




CZEGO NIE WIDZISZ?



Podejscie drugie — ukryty punkt!

Zauwazamy, ze

JADF = JABJ=a oraz JCDE = JCBH = .




Podejscie drugie — ukryty punkt!

Zauwazamy, ze

JADF = JABJ=a oraz JCDE = JCBH = .

Gdzie jest jeszcze kat o mierze v = JEDF?




Podejscie drugie — ukryty punkt!

Zauwazamy, ze

JADF = JABJ=a oraz JCDE = JCBH = .

Niech F’ bedzie punktem na prostej JB, takim ze B jest $rodkiem JF'.




Podejscie drugie — ukryty punkt!
Zauwazamy, ze

JADF = JABJ=a oraz JCDE = JCBH = 8.
Niech F’ bedzie punktem na prostej JB, takim ze B jest $rodkiem JF'.
Woéweczas [DFE] = [BF'H] = [JBH].
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I ten sam morat — szukajmy podobnych zadan
XVIII OMJ, | etap, Zadanie 3.

Dany jest prostokat ABCD.

Punkt E lezy na boku AB,

a punkt F lezy na odcinku CE.

Wykaz, ze jesdli tréjkaty ADE i CDF maja réwne pola,
to réwniez tréjkaty BCE i DEF maja réwne pola.

D C




I ten sam morat — szukajmy podobnych zadan
XVIII OMJ, | etap, Zadanie 3.

Dany jest prostokat ABCD.

Punkt E lezy na boku AB,

a punkt F lezy na odcinku CE.

Wykaz, ze jesdli tréjkaty ADE i CDF maja réwne pola,
to réwniez tréjkaty BCE i DEF maja réwne pola.
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I ten sam morat — szukajmy podobnych zadan
XIV OMJ, 1l etap, Zadanie 2.

Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD,
w ktérym JABC = 90°.

Dwusieczna kata BAD

przecina odcinek BC w punkcie P.

Wykaz, ze jesli XAPD = 45°,
to pole czworokata APCD
jest réwne polu tréjkata ABP.




I ten sam morat — szukajmy podobnych zadan
XIV OMJ, 1l etap, Zadanie 2.

Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD,
w ktérym JABC = 90°.

Dwusieczna kata BAD

przecina odcinek BC w punkcie P.

Wykaz, ze jesli XAPD = 45°,
to pole czworokata APCD
jest réwne polu tréjkata ABP.




RUSZ COS!



Podejscie trzecie — przesun!

Niech K bedzie takim punktem wewnatrz kwadratu ABCD,
ze czworokat JBHK jest rownolegtobokiem.




Podejscie trzecie — przesun!

Niech K bedzie takim punktem wewnatrz kwadratu ABCD,
ze czworokat JBHK jest rownolegtobokiem.

Zatem [BHJ] = [BHK].




Podejscie trzecie — przesun!

Niech K bedzie takim punktem wewnatrz kwadratu ABCD,
ze czworokat JBHK jest rownolegtobokiem.

Zatem [BHJ] = [BHK]. Natomiast ABHK = AEDF.




Podejscie czwarte — ukryty obrot!

Rozwazmy obrét wokét
punktu C o kat —90°.

Obraz punktu X
przy tym obrocie
oznaczaé bedziemy X’.




Podejscie czwarte — ukryty obrot!

Rozwazmy obrét wokét
punktu C o kat —90°.

Obraz punktu X
przy tym obrocie
oznaczaé bedziemy X'.

Mamy B’ = D, H' = E.




Podejscie czwarte — ukryty obrot!

Rozwazmy obrét wokét
punktu C o kat —90°.

Obraz punktu X
przy tym obrocie
oznaczaé bedziemy X'.

Mamy B’ = D, H' = E.




Podejscie czwarte — ukryty obrot!

J/ A/
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Podejscie czwarte — ukryty obrot!

!
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Podejscie czwarte — ukryty obrot!
J Al D’

Rozwazmy obrét dookota
punktu C o kat —90°.

Obraz punktu X
przy tym obrocie
oznaczaé bedziemy X’.

Mamy B’ = D, H' = E oraz
AABJ = AADF = AA'DH’.

W rezultacie
[JBH] = [J' DE] = [DFE].




UZYJ WZORU!



Podejscie pigte — wz6r!

Y
D(0, a+x)T C(a+x, a+x) H(a+x+a, a+x)
o]
E(a#x, x) G(a+x+a, x)
3
A(0, 0) F(x,0) B(a+x, 0) x
9
J(0, —x) 10x, =x)




Podejscie pigte — wz6r!

Pole tréjkata o wierzchotkach A(x1, y1), B(x2,y2), C(x3,y3)?

Y C(x3,y3)

B(x2,y2)

A(x1,ly1)
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Podejscie pigte — wz6r!

Pole tréjkata o wierzchotkach A(0,0), B(xo — x1, y2 — y1), C(x3 — x1, y3 — y1)?

y/\

C(x3 —x1, y3 — y1)

B(x2 — x1, y2 — y1)

g
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Podejscie pigte — wzér: pochodzi z podejscia pierwszego!

Pole tréjkata o wierzchotkach A(0,0), B(x2o — x1, y2 — y1), C(x3 — x1, y3 — y1)?

Y.
T C(x3—x1, y3—y1)

B(x2 — x1, y2 — y1)

>
X

A(0,0)7
Idea: pole prostokata (x2 — x1)(y3 — y1) minus trzy tréjkaty prostokatne:

[ABC] = (x2 — x1)(ys — y1) — 2 (s — x1)(y3 — y1) — 3(2 — x1)(y2 — y1)

Xp — X1 X3 — X 1 oy 1
det ( 2 ! 3 1> ‘ = > det [ x2 y2 1
Y-y yvi-»n v ys 1

1
— e —x3)(ys —y2) = 5




Podejscie pigte — wzér: pochodzi z podejscia pierwszego!

[y
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— |det | a+x X 1 = — |det | 2a+x a+x 1 == (a2 + ax + x2).
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Podejscie piate — mamy przeciez takze inny wzo6r!

BH = (a, a+x), BJ = (—a —x, —x), wiec [BHJ] = %

a —a—x
det(a+x x )‘

DE = (a+x, —a), DF — (x, —a—x), wiec [DEF] = % det (aj—ax 7;: x) ‘ .
Y
D(o, 3+X)T H(a+x+a, a+x)
E(ayx, x)
_ \
A(0,0) F(x,0) B(a+x, 0) x
J(0, —x)




Szo6ste podejscie — popularne na OM liczby zespolone!

Im,
D= i(a+x)T

boel = 5 [tm((v ~ 0 T 9)|.

€ = (a+x)(1+i)

o

E =fa+x) + ix

H = (2a+x) + i(a+x)

G = (2a+x) + ix

\

=x B = a+x

I = x(1—1i)

Re



STRUKTURY!



Podejscie siodme — rachunek dwuwektoréw, czyli ,,zalgebraizowane pole”

Niech R(v,w) — réwnolegtobok rozpiety na wektorach v, w. Rozwazamy pole
skierowane R(v,w), oznaczajac je za pomoca dwuwektora v A w. Ten zapis jednak
nie oznacza liczby, ale funkcje zaleznosci od pola réwnolegtoboku jednostkowego.

YA — (2. 4)
\’O \
o 1 =GO X
Gdy v = 3e; oraz w = 2e; + 4ep, gdzie e1, &2 — wektory bazowe.
Najczesciej przyjmujemy e; A eg = 1. Wtedy v Aw =12 oraz w Av = —12.

A ogdlnie?



Podejscie siodme — rachunek dwuwektoréw, czyli ,,zalgebraizowane pole”
Wtasnosci dwuwektoréw

(1) Dla dowolnych wektoréw v, w,z mamy

(v+w)Az=(vAZ)+(wAZ)

Y

v+w

g



Podejscie siodme — rachunek dwuwektordéw, czyli ,,zalgebraizowane pole”

Wtasnosci dwuwektoréw

(2) Dla dowolnych wektoréw v, w oraz dla dowolnej liczby rzeczywistej a

2w

avAw=vAaw =a-(VvAw)

-y/\

¥

2v

g



Podejscie siodme — rachunek dwuwektoréw, czyli ,,zalgebraizowane pole”
Witasnosci dwuwektoréw
(3) Dla dowolnych wektoréw v, w:

VAW =—(WAV)

Y AN

¥



Podejscie siodme — rachunek dwuwektoréw, czyli ,,zalgebraizowane pole”

Woprowadzajac wspétrzedne wektoréw u, v w bazie e, e
u=uel + e, V=vie +wve
mamy
uAv=uvi(ert Aer)+uiva(er A &)+ wvi(ea Aer) + mva(ex A ep) =
= (nvo — wpvi)(e1 A e2),
czyli

u/\v:det(ul ‘”1) (e he).  [APQR]=1[(PQAPR)|.

u V2

Y.
€2

v=2e +e&

g




Podejscie siodme — rachunek dwuwektoréw, czyli ,,zalgebraizowane pole”

—
Mamy BH = ae; + (a+x)ez, oraz E)I = (—a— x)e; — xez, a stad uzyskujemy
- =
BHABJ =a(—x) (e Ae) + (at+x)(—(a+x)) (2 Aer)

= (—ax + (a+x)2) (a1 Ne) = (32 + ax + x2) (e1 A &),

Y.
D(0, a+x)T H(a+x+a, a+x)
E(ayx, x)
- s
A(0, 0) F(x,0) B(a+x,0) x

J(0, —x)



Podejscie siodme — rachunek dwuwektoréw, czyli ,,zalgebraizowane pole”

Mamy DE = (a+x)er — aey oraz DF = xe1 — (a+ x)ez, a stad uzyskujemy
DE A DF = (a+x)(—(a+x)) (e1 A @) + (~a)x(e2 A1)

= (—(a-i—x)2 + ax) (a1 Nep) =— (32 + ax + x2) (e1 A &),

Y.
D(0, a+x)T H(a+x+a, a+x)
E(ayx, x)
- s
A(0, 0) F(x,0) B(a+x,0) x

J(0, —x)



Wspétliniowos¢ w jezyku dwuwektoréw — jedno réwnanie

Niech R? bedzie przestrzenia afiniczna. Punkty a, b, ¢ s3 wspétliniowe wtedy i tylko
wtedy, gdy
aANb+bAc+cAha=0.



Wspétliniowos¢ w jezyku dwuwektoréw — jedno réwnanie
Niech R? bedzie przestrzenia afiniczna. Punkty a, b, ¢ s3 wspétliniowe wtedy i tylko

wtedy, gdy
aANb+bAc+cNna=0.

Czy to ma sens? Tak — niewazne, ile wynosi e; A e!

Niech na przyktad (1,0) A (0,1) = 1.

x=1
y/\ |
|
|
re=(1,2)
|
| b=(1,1)

Mamy aAb=1 bAc=1cAa=-2.



Wspétliniowos¢ w jezyku dwuwektoréw — jedno réwnanie

Niech R? bedzie przestrzenia afiniczna. Punkty a, b, ¢ s3 wspétliniowe wtedy i tylko
wtedy, gdy
aANb+bAc+cAha=0.

Dowdd. Jesli

a=xie1 +xe, b=ye +ye, c=zie+ ne,
wéwczas wektor aA b+ bAc+ c A ato:

[(x1y2 = xey1) + (V122 — y2z1) + (21%2 — z2x1)](e1 A €2) = 0.



Wspétliniowos¢ w jezyku dwuwektoréw — jedno réwnanie

Niech R? bedzie przestrzenia afiniczna. Punkty a, b, ¢ s3 wspétliniowe wtedy i tylko
wtedy, gdy
aANb+bAc+cAha=0.

Dowéd. Jesli
a=xie1 +xe, b=ye +ye, c=zie+ ne,

wéwczas wektor aA b+ b A c+ cA a to:

[(x1y2 = xey1) + (V122 — y2z1) + (21%2 — z2x1)](e1 A €2) = 0.

A zatem wektor powyzszy réwny jest zero wtedy i tylko wtedy, gdy

x1 x» 1
i y2 1] =0,
z1 2z 1

ktéry to wyznacznik jest jak wiemy polem trdjkata o wierzchotkach a, b, c.

Wiemy to z podejscia pierwszego!



Wspétliniowos¢ w jezyku dwuwektoréw — jedno réwnanie

Niech A, B, P, Q beda takimi punktami na ptaszczyznie,
ze zadne trzy z prostych AB, BP, PQ, QA nie sg wspdtliniowe.

Proste AQ oraz BP przecinaja sie w punkcie C,
za$ proste AB, PQ przecinaja sie w punkcie R.

Wykaz, ze $rodki odcinkéw AP, BQ, CR s3a wspdtliniowe.




Wspétliniowos¢ w jezyku dwuwektoréw — jedno réwnanie

Niech A, B, P, Q beda takimi punktami na ptaszczyznie, Ze zadne trzy z prostych
AB, BP, PQ, QA nie s3 wspdtliniowe. Niech C = AQ N BP, za$ proste R = ABN PQ.
Wykaz, ze $rodki odcinkéw AP, BQ, CR s3 wspdtliniowe.

Niech L, M, N beda Srodkami odcinkéw AP, BQ, CR. Wéwczas mamy:
2L=A+P, 2M=B+Q, 2N=C+R.
Woéwczas:
ALAM=(A+P)A(B+ Q) =AAB+AANQ+PAB+PAQ,
AMAN=(B+QA(C+R)=BAC+BAR+QANC+QAR
ANAL=(C+R)AN(A+P)=CANA+CAP+RAA+RAP.



Twierdzenie Newtona w jezyku dwuwektoréw

Niech A, B, P, Q beda takimi punktami na ptaszczyznie, Ze zadne trzy z prostych
AB, BP, PQ, QA nie s3 wspdtliniowe. Niech C = AQ N BP, za$ proste R = ABN PQ.
Wykaz, ze $rodki odcinkéw AP, BQ, CR s3 wspdtliniowe.

Widzimy, ze skoro punkty A, B, R sa wspétliniowe, podobnie tréjki A, Q, C, P, B, C
oraz P, Q, R s odpowiednio wspétliniowe, czyli
AANB+BAR+RANA=0,
ANQ+QACH+CAA=DO,
PAB+BANC+CAP=0,
PAQ+QAR+RAP=0.

Stad po dodaniu réwnan po prawej stronie nic nie zostaje, a na lewe;...



Twierdzenie Newtona w jezyku dwuwektoréw

Niech A, B, P, Q beda takimi punktami na ptaszczyznie, Ze zadne trzy z prostych
AB, BP, PQ, QA nie s3 wspdtliniowe. Niech C = AQ N BP, za$ proste R = ABN PQ.
Wykaz, ze $rodki odcinkéw AP, BQ, CR s3 wspdtliniowe.

Stad po dodaniu réwnan po prawej stronie nic nie zostaje, czyli uzyskujemy
ALANM+4AMAN+ANANL=0
co po uproszczeniu daje réwnosé
LAM+MAN+NAL=O.
Zatem punkty L, M, N leza na jednej prostej.



Epilog — niezmiennik Dehna. Jak mnozy¢ obiekty réznej natury?

Rozwazmy wielo$cian wypukty S o krawedziach /..., Iy oraz katach dwusciennych
(przy tych krawedziach) ay, ..., ax. Rozwazamy wyrazenie

DS =h®ar+hb®az+...+ Ik ® .



Epilog — niezmiennik Dehna. Jak mnozy¢ obiekty réznej natury?

Rozwazmy wielo$cian wypukty S o krawedziach /..., Iy oraz katach dwusciennych
(przy tych krawedziach) ay, ..., ax. Rozwazamy wyrazenie

DS =h®ar+hb®az+...+ Ik ® .
Trzy zasady krojenia wieloscianéw:
1) I®(@+pB)=I®a+I®p,
2 (+mea=I®a+m®a,

(3) /®m =0, przy czym to nie jest zwykte zero, ale zero w R ®g R/7Q.



Epilog — niezmiennik Dehna. Jak mnozy¢ obiekty réznej natury?

Rozwazmy wielo$cian wypukty S o krawedziach /..., Iy oraz katach dwusciennych
(przy tych krawedziach) ay, ..., ax. Rozwazamy wyrazenie

D(S)Z/1®011+/2®012+...+/k®04k.
Przykfad. Dla szescianu S o krawedzi /| mamy
D(S) = 12-(/®g) =6-(/l®m)=0.
Dla czworoscianu foremnego C o krawedzi / jest to

1
D(C)=6-(/® «), gdzie cosa = 3



Epilog — niezmiennik Dehna. Jak mnozy¢ obiekty réznej natury?

Rozwazmy wielo$cian wypukty S o krawedziach /..., Iy oraz katach dwusciennych
(przy tych krawedziach) ay, ..., ax. Rozwazamy wyrazenie

DS =h®ar+hb®az+...+ Ik ® .

Przykfad. Dla szescianu S o krawedzi /| mamy
D(S) = 12-(/®g) =6-(/l®m)=0.
Dla czworo$cianu foremnego C o krawedzi / jest to
D(C)=6- (I ® a), gdzie cosa = %
Definicja. Wieloéciany S i S’ sa rbwnowazne przez podziat, jesli S moze byé pocigty

na skoficzenie wiele wieloscianéw tak, by mozliwe byto sklejenie z nich wielocianu S’.
Uwaga. Warunkiem koniecznym jest D(S) = D(S').

I A



Epilog — niezmiennik Dehna. Jak mnozy¢ obiekty réznej natury?

Rozwazmy wielo$cian wypukty S o krawedziach /..., Iy oraz katach dwusciennych
(przy tych krawedziach) ay, ..., ax. Rozwazamy wyrazenie

DS =h®ar+hb®az+...+ Ik ® .

Przykfad. Dla szescianu S o krawedzi /| mamy
D(S) = 12-(/®g) =6-(/l®m)=0.
Dla czworo$cianu foremnego C o krawedzi / jest to
D(C)=6- (I ® a), gdzie cosa = %
Twierdzenie. Dwa wielokaty (bez samoprzeciec) sa réwnowazne przez podziat wtedy

i tylko wtedy, gdy maja réwne pola. Il Problem Hilberta (1900): Czy wielosciany
o réwnej objetosci s rébwnowazne przez podziat?

1 m,



Epilog — niezmiennik Dehna. Jak mnozy¢ obiekty réznej natury?

Rozwazmy wielo$cian wypukty S o krawedziach /..., Iy oraz katach dwusciennych
(przy tych krawedziach) ay, ..., ax. Rozwazamy wyrazenie

DS =h®ar+hb®az+...+ Ik ® .

Przykfad. Dla szescianu S o krawedzi /| mamy
D(S)=12-(I® 7)=6-(I® ™) =0.

Dla czworoscianu foremnego C o krawedzi / jest to
D(C)=6- (I ® a), gdzie cosa = %

Zaskakujaco trudna rzecz, do ktorej potrzebny jest aksjomat wyboru.
Warunek | ® o # 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy / # 0 oraz « jest katem
niewsp6tmiernym z 7, czyli o/ ¢ Q.

1 m,



Epilog — niezmiennik Dehna. Jak mnozy¢ obiekty réznej natury?

Rozwazmy wielo$cian wypukty S o krawedziach /..., Iy oraz katach dwusciennych
(przy tych krawedziach) ay, ..., ax. Rozwazamy wyrazenie

DS =h®ar+hb®az+...+ Ik ® .

Przykfad. Dla szescianu S o krawedzi /| mamy
D(S)=12-(I® 7)=6-(I® ™) =0.

Dla czworoscianu foremnego C o krawedzi / jest to
D(C)=6- (I ® a), gdzie cosa = %

Whiosek — Twierdzenie Dehna
Czworoscian foremny i szescian nie sg rownowazne przez podziat.

AN



DZIEKUJE ZA UWAGE



