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Podstawowe pojecia i oznaczenia

@ poétgrupa — zbiér z dwuargumentowym dziataniem tacznym
(moze nie posiada¢ elementu neutralnego),

@ algebra nad ciatem K — przestrzen liniowa nad K z
kompatybilng struktura pierScienia z jedynka,

o ideat lewostronny algebry A: podprzestrzen V C A taka, ze
AV C V.
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Podstawowe pojecia i oznaczenia

@ poétgrupa — zbiér z dwuargumentowym dziataniem tacznym
(moze nie posiada¢ elementu neutralnego),

@ algebra nad ciatem K — przestrzen liniowa nad K z
kompatybilng struktura pierScienia z jedynka,

o ideat lewostronny algebry A: podprzestrzen V C A taka, ze
AV C V.

A — skonczenie wymiarowa algebra z jedynka nad ciatem K.
U(A) - grupa elementéw odwracalnych w A,

L(A) — zbiér ideatéw lewostronnych w A,

1(A) — zbiér ideatéw dwustronnych w A,

e © ¢ ¢ ¢

J(A) — maksymalny ideat nilpotentny w A.
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Klasy sprzezonosci ideatdéw lewostronnych

Definicja

Rozwazmy dziatanie U(A) x A — A grupy U(A) na algebre A
zadane wzorem:

(u,a) — vau™t, dla ue U(A),a € A

Orbity tego dziatania nazywamy klasami sprzezonosci w A.

Przyjmujemy przy tym nastepujace oznaczenia:

@ [L] — klasa sprzezonosci ideatu lewostronnego L w A,

@ C(A) — zbiér wszystkich klas sprzezonosci ideatéw
lewostronnych w A.
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Struktura pétgrupowa na C(A)

Na C(A) okresli¢ mozna nastepujace mnozenie pStgrupowe:

[Ll][Lg] = [Lle], gdzie L1, Ly € L(A)
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Struktura pétgrupowa na C(A)

Na C(A) okresli¢ mozna nastepujace mnozenie pStgrupowe:

[Ll][Lg] = [L1L2], gdzie L1, Ly € L(A)

Przyktad: A = M,(K)

o kazdy ideat lewostronny jest generowany przez idempotent,

@ jest n+ 1 klas sprzezonosci ideatéw lewostronnych,
o [M][N] = [N], dla niezerowych elementéw C(M,(K)).
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Zagadnienia badawcze

© Zbadac strukture potgrupy C(A).
© Zbada¢ warunki, przy ktérych C(A) jest potgrupa skonczona.

© Zbadal zwiazki miedzy wtasnosciami A i C(A).
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Twierdzenie strukturalne dla C(A)

Twierdzenie

Niech A bedzie skonczenie wymiarowa algebra z jedynka nad ciatem
K. Wéweczas istnieje skonczony tancuch ideatéw pétgrupy C(A):

0=k ChChC...Cl,=C(A)

taki, ze kazdy jego faktor lx11/lx jest albo pdlgrupa nilpotentna,
albo catkowicie 0-prosta, dla 0 < k < n—1.
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Twierdzenie strukturalne dla C(A)

Potgrupy posiadajace skonczony tancuch ideatéw z faktorami
nilpotentnymi i catkowicie O-prostymi:
@ kazda pétgrupa skonczona,

Q potgrupa multyplikatywna (A, ).

Potgrupa C(A) ma zwiazki z konstrukcjami potgrupowymi na
podzbiorach (A, -), miedzy innymi:

@ poétgrupa L(A) ideatéw lewostronnych algebry A,

o poétgrupa D(A) podzbioréw domknietych w (A, -),

@ poétgrupa S(A) podprzestrzeni liniowych w (A, -).
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Algebry skonczonego typu reprezentacyjnego

Niech A bedzie skonczenie wymiarowa algebra nad ciatem K.
Powiemy, ze A jest skoriczonego typu (reprezentacyjnego) jesli
istnieje jedynie skonczenie wiele klas izomorfizmu skonczenie
wymiarowych nierozktadalnych A-modutéw lewostronnych.

Arkadiusz Mecel Pétgrupa klas sprzezonosci ideatéw lewostronnych



Algebry skonczonego typu reprezentacyjnego

Definicja

Niech A bedzie skonczenie wymiarowa algebra nad ciatem K.
Powiemy, ze A jest skoriczonego typu (reprezentacyjnego) jesli
istnieje jedynie skonczenie wiele klas izomorfizmu skonczenie
wymiarowych nierozktadalnych A-modutéw lewostronnych.

A\

Twierdzenie (Okninski, Renner)
Niech A bedzie skonczenie wymiarowa algebra nad ciatem K.
Woéwczas:
@ jesli A jest skonczonego typu, to C(A) jest skonczona,
@ jesli K jest algebraicznie domkniete i C(M,(A)) jest |
skonczona, dla wszystkich n > 1, to A jest skonczonego typu. )
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Klasy sprzezonosci ideatéw nilpotentnych

Twierdzenie

Niech A bedzie skonczenie wymiarowa algebra z jedynka nad
dowolnym ciatem K. Nastepujace warunki s3 réwnowazne:

@ C(A) jest skonczona,

o liczba klas sprzezonosci ideatéw lewostronnych nilpotentnych
w A jest skonczona.
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Problem skonczonosci C(A)

Problem

Niech A bedzie algebra skonczenie wymiarowa nad ciatem K, przy
czym:

@ ciato K jest algebraicznie domkniete,

@ zbidr ideatéw dwustronnych /(A) algebry A jest skonczony,

o J(A)?2=0.

Kiedy pétgrupa C(A) jest skoriczona?
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Struktura radykatu Jacobsona

Niech A bedzie algebra skonczenie wymiarowa nad ciatem
algebraicznie domknietym K, przy czym |/(A)| < oo oraz
J(A)? = 0. Niech:

erJ(A)er eJ(A)ex ... eJ(A)e:

J(A) = ezJ(.A)el ng(A)ez ezJ(.A)et |
eeJ(A)er e dJ(A)ex ... erJ(A)et

Wéwczas jesdli ;J(A)ej # 0, dla pewnych 1 < i/,j < t, to:

e,-J(A)ej ~ Mn;><nj (K)
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Redukcja do problemu macierzowego

Niech A bedzie algebra spetniajaca zatozenia Problemu, oraz:
A/J(A) ~ Mp, (K) & M, (K) @ ... 5 M, (K).

Rozwazmy zbiér M4 macierzy blokowych postaci:

an a e ait
az axn e ast
A = ,
atl a2 cee att
gdzie:
9 aj 75 0& e,-J(A)eJ- 7’5 0,
® 3jj € My, (K), przy czym k; = > n;.

j:e,-J(A)eﬁéO
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Redukcja do problemu macierzowego

Rozwazmy dziatanie $ x ° na M4 grup
N = G|k1(K) X G|k2(K) X ... X G|kt(K),

& = Gly, (K) x Glp, (K) x ... x Glp, (K) :

hlallgfi h1312g{1 hlaltg;i
b A g— /7232-1g1_ /7232.2g2_ h232.tgt_ )
htat;'lgl_l htatégz_l htat;gt_l
gdzie:

b:(hlvh27'°'7ht)7 g:(g17g2)""gt)'
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Problem macierzowy

Lemat

Niech A bedzie skonczenie wymiarowa nad ciatem algebraicznie
domknietym KK, przy czym |/(A)| < oo oraz J(A)? = 0.
Nastepujace warunki s3 réwnowazne:

@ poétgrupa C(A) jest skonczona,

@ zbidr orbit dziatania (x) na M4 jest skonczony.
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Algebry o duzych blokach

Twierdzenie
Niech A bedzie skonczenie wymiarowa algebra nad ciatem
algebraicznie domknietym K, niech |/(A)| < oo i J(A)? =0, przy
czym

A/J(A) ~ My, (K)D...® M,,(K),dla nj > 6.
Woéwczas nastepujace warunki s réwnowazne:

@ poétgrupa C(A) jest skonczona,

@ algebra A jest skonczonego typu reprezentacyjnego.
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Algebry o matych blokach

Twierdzenie

Niech A bedzie skonczenie wymiarowa algebra nad ciatem
algebraicznie domknietym K, niech |/(A)| < oo i J(A)? =0, przy
czym

A/J(A) My, (K) & ... ® M, (K),dla nj <2.
Woéwczas potgrupa C(A) jest skonczona wtedy i tylko wtedy, gdy
szkielet S, jest acykliczny i spetnia nastepujace warunki:
(i) Sa nie zawiera wierszowej czworki,
(i) Sa nie zawiera grubej kolumnowej czwérki,
(iii) Sa nie zawiera grubego szkieletu wierszowo trdjschodkowego,
)

(iv) graf rozdzielony szkieletu S nie zawiera grubej drogi
wezfowe].
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Problem izomorfizmu

Rozwazmy algebry A, B — skonczenie wymiarowe nad ciatem
algebraicznie domknietym K takie, ze C(A) oraz C(B) sa
skoniczone i izomorficzne jako poétgrupy. Czy A ~ B?
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Problem izomorfizmu

Rozwazmy algebry A, B — skonczenie wymiarowe nad ciatem
algebraicznie domknietym K takie, ze C(A) oraz C(B) sa
skoniczone i izomorficzne jako poétgrupy. Czy A ~ B?

Twierdzenie

@ Niech A, B beda skoczenie wymiarowymi algebrami nad
ciatem algebraicznie domknietym K. Jedli |C(A)| < oo to

C(A) =~ C(B) = A/J(A) ~ B/J(B).

o Jedli dodatkowo J(A)? = 0, to:

C(A)~C(B)=A~B.
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