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Potegi dwojki

Ciag poteg liczby 2 o wyktadnikach naturalnych wystepuje w rozwazaniach z niemal kazdego dzialu matematy-
ki. Podczas seminarium przyjrzymy si¢ kiku zadaniom dotyczacym podzielnosci, gdzie wykorzystujemy te liczby.

Cechy podzielnosci

Zaczniemy od cech podzielnosci przez potegi liczby 2. Dana jest liczba naturalna N, ktéra ma co najmniej k
cyfr. Niech z,y beda takimi liczbami naturalnymi, ze

N =z-10% +y.
Pierwszy sktadnik jest podzielny przez 2F i przez 5%, stad:
e liczba 2% | N wtedy i tylko wtedy, gdy 2% |y,

e liczba 5% | N wtedy i tylko wtedy, gdy 5% |y,

gdzie zapis m | n oznacza, ze liczba m jest podzielna przez n. Wnioskujemy stad nastepujaca ceche podzielnosci.

Whiosek. Niech k bedzie liczba naturalna. Liczba naturalna N jest podzielna przez liczbe 2F wtedy i tylko
wtedy, gdy liczba utworzona z ostatniej k-tki cyfr liczby N jest podzielna przez 2F.

Przyklad: jesli N = 23448 oraz k = 3, to
N =23.10° + 448.

Liczba N jest podzielna przez 22 = 8 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba 448 jest podzielna przez 8, gdyz sktadnik
23 - 103 jest podzielny przez 8.

Zadanie 1. Czy dowolne szes¢ parami roznych niezerowych cyfr mozna zapisaé w takiej kolejnosci, aby otrzymaé
6-cyfrowq liczbe podzielng przez 472

ROZWIAZANIE. Zadanie pochodzi z czesci testowej XV OMJ. OdpowiedZ jest negatywna. Wprawdzie biorac
cyfry 3,4,5,6,1,2, mozemy bez trudu (nawet bez zmiany kolejnosci) zapisaé za ich pomoca liczbe podzielna
przez 4, to pozytywna odpowiedZ na pytanie postawione w zadaniu wymagalaby, aby potwierdzi¢ mozliwo$é
utworzenia liczby podzielnej przez 6 przy wyborze dowolnych szesciu parami réznych niezerowych cyfr.

Istnieje natomiast taki uklad cyfr, dla ktérego otrzymanie liczby podzielnej przez 6 nie jest mozliwe. Wystarczy
wziaé cyfry 1,3,5,7,9,4. Aby utworzy¢ z tych cyfr liczbe podzielna przez 4 (czyli parzysta) nalezy umiescié¢ 4 na
konicu, czyli na miejscu cyfry jednosci. Jednakze dwucyfrowa koncéwka liczby szesciocyfrowej utworzonej w ten
sposob moze byé rowna jedynie jednej z liczb 14,34, 54, 74 lub 94, ktére to liczby nie sa podzielne przez 4. W

Zadanie 2. Wyznacz wszystkie takie dodatnie liczby calkowite n,m, Ze liczba n + m-cyfrowa postaci
33...366...6
S——
m n
a) jest podzielna przez 8,
b) jest podzielna przez 16,
¢) jest kwadratem liczby catkowitej.

RozwiazANIE. To zadanie powstalo przez rozbicie na podpunkty pytania postawionego w zawodach finalowych
XVIII OMJ. W pierwszych dwdch podpunktach stosujemy cechy podzielnosci. Zauwazmy najpierw, ze liczba
66 nie jest podzielna przez 4. Rozwazana liczba jest wigc podzielna przez 4, gdy n = 1 oraz m > 1. Liczba
336 = 21 - 16 jest podzielna przez 16, zas liczba 36 — nie. Zatem odpowiedZ w punkcie (a) brzmi n = 1 oraz
m > 2. Liczby 36 oraz 3336 nie sa podzielne przez 16, wiec w punkcie (b) odpowiedZ brzmi: n = 1 oraz m = 2.

Aby udzieli¢ odpowiedzi w punkcie (¢) zauwazmy, ze jesli kwadrat liczby calkowitej jest podzielny przez 8,
to musi by¢ podzielny przez 16. Inaczej liczba dwdjek w rozkladzie na czynniki pierwsza bylaby réwna 3.
W kwadracie natomiast liczba ta jest parzysta. Zatem odpowiedZ z punkcie (¢) brzmi: n =1, m = 1. |



Zadanie 3. Czy istnieje taka liczba naturalna n > 0, Ze liczba 2™ koniczy sie czterema jednakowymsi cyframi?

ROzwIAZANIE. Dla n = 1,2, 3 nie jest to mozliwe. Jest tez jasne, ze liczba 2™ nie konczy sie czterema zerami
(musialaby by¢ podzielna przez 5). Dla n > 3 liczba 2™ jest podzielna przez 16. Zauwazmy natomiast, ze liczba
czterocyfrowa o czterech jednakowych cyfrach nie jest podzielna przez 16. Liczby 2222 oraz 6666 sa wykluczone,
gdyz nie sg nawet podzielne przez 4. Mamy tez 16-5 = 80, wiec liczba 8888 daje przy dzieleniu przez 16 reszte 8.
Natomiast 16 - 25 = 400, wiec 4444 daje przy dzieleniu przez 16 taka samg reszte, jak 44, ktéra to podzielna
przez 16 nie jest. |

Zadanie 4. Rozstrzygnij, czy istnieje taka dodatnia liczba calkowita n, zZe w zapisie dziesietnym liczby 2™ kazda
z cyfr0,1,2,...,9 wystepuje takg samq liczbe razy.

ROZWIAZANIE. Zadanie pochodzi z I etapu LXX OM. Rozwigzanie jest bezposrednim zastosowaniem cechy
podzielnoéci przez 3. Gdyby bowiem taka liczba n istniala, woéwczas suma cyfr liczby 2™ bylaby wielokrotnoscia
liczby 1+ 2+ ... 49, czyli 45. W szczegdélnosci, liczba 2™ bylaby podzielna przez 3, co jest niemozliwe. |

Zadanie 5. Dana jest 2024-cyfrowa liczba naturalna n o tej wlasnosci, ze kazde kolejne 5 cyfr rozwiniecia
dziesietnego tej liczby tworzy liczbe podzielng przez 32. Wykaz, ze liczba n podzielna jest przez 22024,

RozwIAZANIE. Uzasadnimy, ze ostatnie 2019 cyfr rozwazanej liczby musi by¢ zerami. Istotnie, rozwazmy ostatnie
6 cyfr rozwiniecia liczby n, oznaczajac je od lewej jako f, e, d, ¢, b, a. Z zalozenia wiemy, ze liczby

fecdb  oraz edcba

sa podzielne przez 32. Rozwazmy liczbe

fecdb0 — edcba = f - 10° — a.

Oczywiécie ona réwniez jest podzielna przez 32, co jest mozliwe tylko, gdy a = 0, gdyz liczba 10° jest podzielna
przez 32. Analogicznie pokazujemy, ze kolejne 2018 cyfr w rozwinieciu dziesietnym liczby n jest réwne 0. Zatem
rozwazana liczba jest postaci

_ _ 102019
n =pqrst0...0 = pgrst-10 .

2019
Pierwszy czynnik jest zgodnie z zalozeniem podzielny przez 2° = 32. Drugi natomiast jest podzielny przez 22019,

Liczba n jest zatem podzielna przez 22024,
|

Zapis dziesietny

W ponizszych zadaniach korzystamy z dwoch obserwacji.

Obserwacja 1. Jesli do dodatniej k-cyfrowej liczby calkowitej n dopiszemy z lewej strony cyfre ¢, wowczas
uzyskamy liczbe
c-10F +n

Przyktad: aby dopisaé cyfre 2 z przodu liczby 5301, nalezy dodaé do tej liczby 2-10* = 20000, uzyskujac 25301.
Obserwacja 2. Dodatnia liczba calkowita daje takqg samq reszte z dzielenia przez 9, jak suma jej cyfr.

DowOD. Liczba 10* daje przy dzieleniu przez 9 reszte 1. Stad dla dowolnej cyfry c liczba ¢ - 10F daje przy
dzieleniu przez 9 taka samg reszte, co c. Zatem kazda liczba postaci ¢ - 10F ma wlasnosé opisang w zadaniu.
Teza wynika stad, ze kazda liczba catkowita jest suma liczb tej postaci.

Rozwazmy liczbe 2135 = 2-10% 4+ 1-10% + 3- 10+ 5. Sktadniki powyzszej sumy daja odpowiednio reszty 2,1, 3,5
z dzielenia przez 9. Stad suma tych liczb daje taka sama reszte z dzielenia przez 9, co liczba 24+ 1+ 3 + 5.

Zadanie 6. Uzasadnij, Ze jesli przestawimy cyfry w zapisie dziesietnym liczby postaci 2™, to nie jest mozliwe
uzyskanie zapisu dziesietnego liczby 2™, gdzie m,n sq réznymi dodatnimi liczbami calkowitymi.

ROZWIAZANIE. Przypudémy, wbrew tezie, ze takie przestawienie cyfr jest mozliwe. Wtedy liczby 2™ i 2™ maja
takie same sumy cyfr, a stad daja przy dzieleniu przez 9 takie same reszty. W szczegélnosci liczba 2™ — 2™ jest
podzielna przez 9. Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze n > m. Aby liczby te mialy tyle samo cyfr, ich iloraz
musi by¢ réwny 2, 4 lub 8. Zatem 2" — 2™ réwne jest jednej z liczb 2™,3-2™ 7. 2™ Zadna z tych trzech liczb
nie jest natomiast podzielna przez 9. Uzyskujemy sprzecznosé. |



Zadanie 7. Zaldzimy, Ze suma cyfr liczby 2™ jest taka sama jak suma cyfr liczby 2™, dla pewnych dodatnich
liczb catkowitych n oraz m. Uzasadnij, ze liczba n — m jest podzielna przez 6.

ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze reszty z dzielenia liczb postaci 2" przez 9 powtarzaja sie w cyklu dlugosci 6.
Innymi stowy, dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n liczby 2" oraz 2"%6 daja taks sama reszte z dzielenia

przez 9. Istotnie, mamy
"0 = 2" .64 =9.7.2" 42",

Okres ten nie jest natomiast krotszy, niz 6, gdyz pierwsze 6 poteg liczby 2 daje rozne reszty z dzielenia przez 9

n [0[1]2]|3|4]5]6
reszta z dzielenia 2™ przez 9 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 4 ‘ 8 ‘ 7 ‘ 5 ‘ 1
Zatem korzystajac ponownie z Obserwacji 2, uzyskujemy teze. ]

Uwaga. Przyktadowo liczby 26 = 65536 oraz 22? = 4194304 maja réwne sumy cyfr.

Zadanie 8. Liczba 22° jest 9-cyfrowa, ktére ma w zapisie dziesietnym parami rézne cyfry. Wiedzqc to, rozstrzy-
gnij (bez obliczania tej liczby), ktora cyfra nie wystepuje w zapisie tej liczby.

ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze liczba 10-cyfrowa zawierajaca wszystkie cyfry od 0 do 9 jest podzielna przez 9,
gdyz suma jej cyfr réwna jest 45. Jesli wiec ¢ jest poszukiwang cyfra, to suma cyfr liczby 229 réwna jest 45 — c.
Jaka natomiast reszte z dzielenia przez 9 daje liczba 2297 Mamy

229 = 20495 — (26)1.32 = 64* . 32.

Pierwszy z czynnikéw daje przy dzieleniu przez 9 reszte 1, a drugi — reszte 5. Stad liczba 22° daje przy dzieleniu
przez 9 reszte 5. Ostatecznie wiec liczba 45 — ¢ daje reszte 5 z dzielenia przez 9. Brakujaca cyfra jest wiec 4. B
Zadanie 9. Wykaz, Ze liczba 2™ ma nie wiecej niz [g] + 1 cyfr, gdzie [x] jest najwiekszq liczbg calkowitq nie
wiekszqg od x.

ROZWIAZANIE. Skorzystamy z tego, ze 22 < 10. Zauwazmy tez, ze jedli n = 3k +r, gdzie r jest reszta z dzielenia
liczby n przez 3, to
5] =+
3 .

on =9r. 93k —9r. gk < 10-10"F = 10F 1.

Zatem mamy

Ostatecznie wigc liczba 2™ ma w zapisie dziesigtnym mniej niz k 4+ 2 cyfry, czyli ma ich co najwyzej £k +1. W

Zadanie 10. Liczby 2™ oraz 5" zaczynajg sie tg samq cyfrqg. Jaka to cyfra?

RoOzZwWIAZANIE. Oczywiscie mozna sprobowaé policzy¢ potegi 2 oraz 5 dla matych n i zobaczy¢ przyktadowa
odpowiedz. Nie ma jednak pewnoéci, ze jest tylko jedna odpowiedz. Przyjmijmy dalej, ze n > 0, zeby wykluczy¢
takze trywialny przypadek, gdy 2° = 5° = 1. Jaka by nie byla szukana pierwsza cyfra c, z pewnoécig znamy
pierwsza cyfre iloczynu 2™ - 5™ = 10™. Jest to 1. Co mozemy uzyskaé¢ na tej podstawie? Zalézmy, ze liczba 2"
ma k + 1 cyfr, a 5 ma [ + 1 cyfr. Wéwczas mozna zapisac:

2" = (c411)- 10, 5" = (c+ry) - 10,

gdzie ¢ jest szukang cyfra, a r1,ry powstaja przez podzielenie 2" oraz 5" odpowiednio przez 10* oraz 10'. Na
przyktad:
1024 = (1 +0,024) - 10°.

Teraz wykonujemy iloczyn:
2" . 5" = (c+71)-10% - (c 4 1o) - 10%.

A zatem 0 < (¢4 r1)(c + r2) jest dodatnia potega liczby 10. Biorac jednak pod uwage, ze ¢ < 9 oraz ri,79 < 1
mamy
0<(c+mr)(c+mr2) <100, czyli (c+r1)(c+re) = 10.

To szacowanie daje nam od razu wynik ¢ = 3. Istotnie, mamy:
(2+71)2412) <9, (4+7r1)(4+1r) > 16.

Nietrudno widzieé, ze biorac n = 5 mamy 2° = 32 oraz 5° = 3125. [ |

Uwaga. Na seminarium pojawila si¢ cenna uwaga: w istocie powyzsze rozumowanie mozna nieformalnie zapisaé
w nastepujacy sposéb 2" - 5" =10...0=(c...)-(c...). Stad ¢ =1 (dla n = 0) lub ¢ =3 (jesli n > 0).



Zadanie 11. Zlgczono zapis dziesietny dwdch liczb postaci 2™ oraz 2™, gdzie n, m sq¢ dodatnimi liczbami cal-
kowitymi. Czy istniejq takie liczby m,n, Ze uzyskana liczba jest potegg dwojki o wykiadniku naturalnym?

RozwiAZANIE. OdpowiedzZ jest negatywna. Przypusémy przeciwnie, ze ztaczenie rozwiniec¢ liczb 2™ oraz 2™ daje
rozwiniecie dziesietne liczby 2¢, dla ¢ > n, t > m. Mozemy wigc zapisaé

2" . 10F 4 2™ = 2t
przy zalozeniu, ze liczba 2™ jest k — 1-cyfrowa. Rozwazymy dwa przypadki.
e Jesli n > m, to dzielac przez 2™ mamy
2" 10F 41 =20

Przyjrzyjmy si¢ parzystosci obydwu stron. Jesli dowolna z liczb n —m lub k jest wigksza od 0, to po lewej
stronie stoi liczba nieparzysta. Po prawej mamy zas dodatnia potege liczby 2, czyli liczbe parzysta. Zatem
n = m oraz k = 0. Zatem liczba n = m = 1, a zlaczenie dwoch jednocyfrowych poteg liczby 2 nie jest
potega liczby 2.

e Jedli n < m, to dzielac przez 2™, mamy
10% 4 2m=n = 2t=n,

Podobnie jak wyzej wykazujemy, ze zaden ze skladnikéw sumy wyzej nie jest liczba nieparzysta. Mamy
jednak t —n > m — n, czyli dzielac przez 2™ ™" mamy

10

2177,777/

+1=2m

Uzyskany iloraz jest zatem liczba catkowita. Stad k = m — n, czyli dostajemy
5F 1 =207,

Dla k > 0 liczba 5% daje reszte 1 z dzielenia przez 4 (gdyz 5 ma te wtasnoséé). Stad k& = 0, co ponownie
oznacza, ze ztaczone liczby byly jednocyfrowe, co jest niemozliwe.

|
Zadanie 12. Udowodnij, Ze dla kazdej liczby calkowitej n > 1 istnieje dokladnie jedna liczba n-cyfrowa, ktora
jest potegq dwdjki @ zaczyna sie cyfrg 1.

Zauwazmy, ze mamy taka wlasno$¢ dla n = 2 oraz n = 3, gdyz 10 < 16 < 20 oraz 100 < 128 < 200. Liczby te
trzeba przemnozy¢ co najmniej przez 5, aby uzyskac liczbe o pierwszej cyfrze rownej 1. Postawimy nastepujaca
hipoteze: dla kazdego n istnieje n-cyfrowa potega dwdjki a, pomiedzy 107!, a 2-10""!. Jedli to uzasadnimy,
uzyskamy teze (liczba istnieje, a jej jedyno$¢ jest jasna).

Rozumowanie jest indukcyjne, ale mozemy po raz kolejny rozumowaé nie wprost. Przypuéémy, ze n jest naj-
mniejsza taka liczba, dla ktérej nie istnieje n-cyfrowa potega liczby 2 spelniajaca nieréwnosé wyzej. Zatem dla
n — 1 taka liczba a,,_; istnieje i mamy

10"2 < ap_q <2-10"2
Mnozac powyzsza nieréwnosé przez 8, uzyskujemy:
8-10""% < 8a,_1 < 16-10"2.
Rozwazmy dwa przypadki.

e Liczba 8a,_1 jest n — 1 cyfrowa. W takim przypadku liczba ta ma pierwsza cyfre rowna 8 lub 9 i po
przemnozeniu przez 2 zaczyna sie od cyfry 1. Inaczej méwiac liczba 16a,,_1 jest n-cyfrowa i ma pierwsza
cyfre 1, whrew przypuszczeniu.

e Liczba 8a,_1 jest n cyfrowa, czyli
10"! < 8a,-1 < 16-10"7% < 2. 10" 1,

Zatem takze w tym przypadku dostajemy liczbe n-cyfrowa o pierwszej cyfrze 1.



Zadanie 13. Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby calkowitej n istnieje taka liczba n-cyfrowa, w ktorej
zapisie dziesietnym wystepujq jedynie cyfry 1, 2, oraz ktdra jest podzielna przez 2™.

RozwiazANIE. Uzasadnienie tego rezultatu wymaga juz pewnej algebraicznej wprawy, a takze pomystu na
konstrukcje liczby n-cyfrowej a,, o zadanych wlasnosciach. Przyjrzyjmy sie tabelce przedstawiajacej takie liczby
dlan <7

n a, | dzielnik a,,

1 212

2 12 | 22

3 112 | 23 (a takze 2%

4 2112 | 2% (a takze 2°,29)
5 22112 | 2°

6 122112 | 26 (a takze 27,2%)
7 | 2122112 | 27

Pozwala nam to postawié¢ hipoteze, ze liczby a,, konstruowaé¢ mozna w nastepujacy sposéb a; = 2, natomiast
an+1 powstaje przez dostawienie przez a,, jedynki lub dwdéjki w zaleznosci od tego, czy a,, byla podzielna jedynie
przez 2", czy tez przez wyzsze potegi.

o Jedli a,, jest podzielna przez 2"*t!, to zgodnie z naszym pomystem liczbe n + 1 cyfrowa uzyskujemy
dopisujac z przodu cyfre 2, czyli
Gpt1 = ap +2-10™.

Zatozyliémy, ze 271! jest dzielnikiem a,,, zatem uzyskujemy
U1 =2"T k210" = 27T (k + 5™).
e Jedli a, jest podzielna przez 27, ale nie jest podzielna przez 2"*!, to a, = m - 2", gdzie m jest liczba
nieparzysta. Zgodnie z naszym pomystem, dopisujemy do a,, cyfre 1, uzyskujac
41 =m-2" +1-10" =2"(m + 5").

Drugi czynnik jest suma liczb nieparzystych, czyli jest podzielny przez 2. Zatem a,,; jest liczba podzielna
przez 271

Wzory skré6conego mnozenia

Na zakoniczenie przyjrzymy sie czterem prostym przykladom, w ktorych wystepuja wyrazenia typu
27" = 9(@")

zwane czasami wiezami wyktadniczymi lub tetracjams.

Zadanie 14. Wykaz, ze jesli k jest liczbg nieparzystq, to liczba k2" — 1 jest podzielna przez 272,

ROZWIAZANIE. Dla n = 1 teza jest prawdziwa, gdyz liczba k? — 1 = (k — 1)(k + 1) jest podzielna przez 8, gdyz
liczby k — 1 oraz k + 1 sa dwiema kolejnymi liczbami parzystymi. Jedna z nich jest zatem podzielna przez 4.

Dalsze rozumowanie mozna prowadzi¢ indukcyjnie lub rozumujac nie wprost. Wykorzystamy te druga strategie.
Przypuéémy, ze n jest najmniejsza taky liczba, Ze teza nie zachodzi, czyli liczba k2" —11 nie jest dzielnikiem
2n+2 Zatem zakladamy, ze dla n — 1 teza jest prawdziwa i liczba 2% dzielnikiem k2"~ — 1. Mamy jednak

1= D +1).
7 zalozenia jeden z czynnikéw jest podzielny przez 2"t!, a drugi — k241 jest liczba parzysta, jako suma
liczb nieparzystych. Zatem powyzszy iloczyn jest, wbrew przypuszczeniu, podzielny przez 22, |
Zadanie 15. Wykaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba 42" + 22" + 1 jest podzielna przez 7.

ROZWIAZANIE. Oczywiscie mozliwe jest przeprowadzenie standardowego rozumowania indukcyjnego. Zauwazmy
jednak, ze ze wzoru na sze$cian réznicy mamy

(27 — 1) +2¥ +1)=8" — 1.

Dowolna potega liczby 8 daje przy dzieleniu przez 7 reszte 1, co konczy dowéd (dlaczego 7 nie dzieli 22" — 17).
|



Zadanie 16. Wykaz, ze dla liczb calkowitych m > n > 0 liczby 22" + 1 oraz 22" + 1 sq wzglednie pierwsze.

ROZWIAZANIE. Tym razem wykazemy, ze jesli m < n, to liczba 22 + 1 jest dzielnikiem liczby 22" — 1. Rzeczy-
widcie. korzystajac n — m razy ze wzoru na réznice kwadratéw, mamy:

22" —1=(2"" 412" - 1)
S AR D GRS DG

=2 ¥ T+ TRy T o 27 )2 — ).

Zauwazmy, ze 22" — 1 oraz 22" 4 1 sg dwiema kolejnymi liczbami nieparzystymi, czyli sa wzglednie pierwsze.
Tymeczasem 22" + 1 ma, jako dzielnik pierwszej z nich, tylko dzielniki pierwsze tej liczby. A zatem

NWD(22" +1,22" +1) = 1.

Zadanie 17. Niech n bedzie liczbg naturalng. Wykaz, Ze

1 1 1 1

ROZWIAZANIE. Mnozac powyzszy iloczyn przez czynnik (1 — %) i korzystajac wielokrotnie ze wzoréw skréconego
mnozenia, powyzszy iloczyn upraszcza si¢ do postaci
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Stad wyjsciowy iloczyn jest rowny



